Laborator 10. Calcule numerice si simbolice in Matlab 7.0 cu aplicatii

in Stiinte ingineresti

Functiile utilizate in vederea efectuarii acestor calcule simbolice in Matlab 7.0 sunt:

Functia
fourier(f)

fourier(f,u)

ifourier(F)

ifourier(F,x)

laplace(f)
laplace(f,u)

ilaplace(F)
ilaplace(F,x)

ztrans(f)

ztrans(f,u)

iztrans(F)
iztrans(F,k)

Semnificatie

Calculeaza transformata Fourier directa

Calculeaza transformata Fourier directa, transforméand functia de
w, in functie de u

Calculeaza transformata Fourier inversa

Calculeaza transformata Fourier inversa , transformand functia
de t, in functie de X

Determina transformata Laplace a functiei f

Calculeaza transformata Laplace directa, transformand functia
de s, in functie de u

Calculeaza transformata Laplace inversa a functiei F

Calculeaza transformata Laplace inversa, transformand functia
de t, in functie de x

Determina transformata in Z (unilaterald) a functiei f

Determina transformata in Z (unilaterala) a functiei f, ca functie
deu

Calculeaza transformata in Z (unilaterald) inversa

Calculeaza transformata in Z (unilaterald) inversa, fiind functie

de k

Transformata Fourier si transformata Z sunt fundamentale pentru prelucrarile

digitale de imagini.



SERII FOURIER
Seriile Fourier se folosesc in toate domeniile fizicii, matematicii si tehnicii. De
exemplu, seriile Fourier se utilizeaza in studiul multor probleme de fizica, care sunt
modelate prin ecuatii cu derivate partiale.
Fie f:[-L,L]> %R o functie periodica, cu perioada 2L. Dacd aceastd functie
satisface conditiile Dirichlet (conditiile suficiente ca functia sa poata fi dezvoltata in serie

Fourier) atunci seria Fourier a functiei f (X) este:

_ 8 Nz o N7AX
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f(x)cos(nTﬂxjd X, n>1.

f(x)sin(%jd X

Observatii. (1) Daca f(x) este 2L periodica si pard, atunci seria sa Fourier este o serie
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Fourier de cosinusuri. Tn acest caz,

by =0,(V)n>1
L
a, :gj f(x)cos(%]d x,(V)n>0.
L, L

(2) Similar, daca f(x) este impara, seria sa Fourier este o serie Fourier de sinusuri iar

coeficientii sai Fourier sunt:

a, =0,(v)n>0
by = % Z f (x)sin(%)d x, (V)n>1.

Forma armonica a descompunerii 11 Serie Fourier este:

f(x)~ %jt > {Mn cos[qon —nTﬂXﬂ

n>1

continand amplitudinile M, si fazele ¢, cosinusoidelor, unde:



Mo =ag
oo =0

M, =vaZ +b2, (¥)n>0

Pn = arctgb—”, (v)n>0.
an

Exemplul 1. Dezvoltati in serie Fourier de cosinusuri functia f :[-2,2]— %, f(x)=|x],

4 periodica. Reprezentati grafic diferite sume partiale ale seriei Fourier pentru a le
compara cu functia originala f (X) Desenati apoi spectrul Fourier (amplitudinea) al seriei
Fourier de cosinusuri.
In[*}= Export["aa.m", FourierCosSeries[Abs[t], t, 6]]
Cut[1}= ag.m
>> aa
aa=
'(* Created by Wolfram Mathematica 8.0 : www.wolfram.com *)'
'Pi/2 - (4*Cos[t])/Pi - (4*Cos[3*t])/(9*Pi) - (4*Cos[5*t])/(25*Pi)"
>> x=[-2:0.1:2];
>> g=pi/2 - (4*cos(x))/pi - (4*cos(3*x))/(9*pi) - (4*cos(5*x))/(25*pi);
>> f=abs(x);

>> plot(x,f,x+4,f,'b" x-4,f,'b" x,0,'r" x+4,9,'r" x-4,9,'r")
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Fig. 1. Graficele functiilor f si g (functia sumelor partiale de ordinul 6 ale seriei Fourier)



Se observa ca graficele functiilor f i g sunt simetrice fata de axa Oy.

>>syms n t

>> f=abs(t);

>>n=-10:10;

>> an=@ (n) int(f*cos((n*pi*t)/2),t,0,2);
>> stem(n,abs(an(n)))
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Fig. 2. Coeficientii spectrali ai seriei Fourier de cosinusuri a functiei f

Observatie. Mathematica permite o rezolvare mai rapida, comparativ cu Matlab-ul.
In[11:= [[n ] := FourierCosCoefficient[Abs[L], £, o

In[7;:= DiscretePleot [Abs[%], {n, -10, 10}, PlotRange - All]
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TRANSFORMATA FOURIER

Transformata Fourier constituie generalizarea seriei Fourier la functiile neperiodice,
majoritatea fiind Tntalnite in inginerie.
Transformata Fourier directa a functiei neperiodice X(t) transforma un semnal din

domeniul de timp Th domeniul de frecventa, adica:
X (w)=IX(t)= [x(t)e1dt,

Transformata Fourier inversa transforma componentele din domeniul frecventei in
semnalul din domeniul de timp, adica:

40=s4pqw»=§%fx@@aﬂdm

%

Functia X (a)) este in general o functie complexa, de variabila o:

X () =|X () e1?1),
unde: |X (@) este denumita amplitudinea lui x(t) iar (e) reprezinta spectrul de faza.
Exemplul 2. a) Calculati transformata Fourier a semnalului
xt)=e M aso0.

>> syms t; syms a positive

>> f=exp(-a*abs(t));

>> fourier(f)

ans =

(2*a)/(an2 + w"2)

b) Verificati rezultatul obtinut folosind transformata Fourier inversa.

>> h=simple(ifourier((2*a)/(a”2 + w"2),w,t));

h=

heaviside(-t)*exp(a*t) + heaviside(t)/exp(-a*t)

C) Reprezentati grafic semnalul X(t) s amplitudinea sa.

>>t=-2:0.01:2;

>> x=@(t,a) exp(-a*abs(t));

>>w=-10:0.1:10;



>> F=@(w,a) (2*a)./(a"2 + w."2);
>> subplot(2,1,1);

>> plot(t,x(t,2));

>> xlabel('t",'"FontSize',10);

>> ylabel("x(t)’,"FontSize*,10);

>> subplot(2,1,2);

>> plot(w,abs(F(w,2)));

>> xlabel("\omega’',"FontSize',10);

>> ylabel(*|X(\omega)|',"FontSize’,10);
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Exemplul 3. a) Calculati transformata Fourier a semnalului

X(t):{l, It <1

0, |t|>1.
>> syms w t;
>>int(exp(-i*w*t),t,-1,1)
ans =
(2*sin(w))/w
b) Reprezentati grafic semnalul X(t) amplitudinea si spectrul de faza.
>> subplot(3,1,1);
>>t=-2:0.01:2;
>> x=1.*(abs(t)<1)+0.*(abs(t)>1);



>> plot(t,x)

>> xlabel('t","FontSize’,10);

>> ylabel(*x(t)","FontSize',10);

>> subplot(3,1,2);

>>w=-10:0.01:10;

>> F=@(w) (2*sin(w))./w;

>> plot(w,abs(F(w)));

>> xlabel("\omega',"FontSize’,10);

>> ylabel('|X(\omega)|',"FontSize',10);
>> subplot(3,1,3);

>> plot(w,angle(F(w)));

>> xlabel("\omega','FontSize',10);

>> ylabel("\phi(\omega)','"FontSize',10);
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TRANSFORMATA LAPLACE

Transformata Laplace este o generalizare a transformatei Fourier, ce poate fi utilizata
pentru transformarea ecuatiilor diferentiale in ecuatii algebrice. Transformata Laplace

directd, unilaterala a unei functii f (t) este:

f (t)e Stdt.
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Transformata Laplace inversa se calculeaza folosind formula:
F(t)= LHF(s) = = [F(s)eds.
21
Exemplul 4. Calculati transformata Laplace a functiei:
f(t)=t2e % sint
>>syms t
>> f=@(t) t"2*exp(-2*t)*sin(t) ;
>> F=simple(laplace(f(t)))
F=
2*(3*sMN2+12*s+11)/(s"N2+4*s+5)3
Exemplul 5. Determinati transformata Laplace inversa pentru functia
( ): 7i
(s+12)s-9)
>> Syms S
>> G=7*(s+9)/((s+12)*(s-9));
>> jlaplace(G)
ans =
6*exp(9*t) + 1/exp(12*t)
Exemplul 6. Un semnal cauzal continuu x(t) are transformata Laplace

_ S+2
s3 4852 +175+10

X(s)

Determinati transformata Laplace a semnalului
d2x(t)
y(t)= -
dt?
Exemplul 7. Rezolvati problema Cauchy urmatoare folosind transformata Laplace:

{y”(t)+3y'(t)+ 2y(t)=e"

y(0)- y(0)=0.

>>syms s t;

>> y=ilaplace(laplace(exp(-t))/(s"2+3*s+2))



y=
1/exp(2*t) - 1/exp(t) + t/exp(t)
Verificare:
>> subs(y,t,0)
ans =
0
>> subs(diff(y,t),0)
ans =
0

Exemplul 8. Se considera circuitul RC din Fig. 3. Semnalul de intrare este reprezentat in
fig. 4.

v(t)
C
| |
I

R
V) <~> Vo
0 a b t
Fig 3. Circuit RC Fig 4. Tensiunea V(t)

Ecuatia diferentiala a sarcinii electrice transportate prin circuit (ec. integrala care

modeleaza circuitul) este:

R-ift)+ (})<>dr=v<t>. ®

OlH

Folosind transformata Laplace, determinati intensitatea curentului i(t) care incarca

condensatorul C.

Din fig. 4 se poate observa ca tensiunea poate fi exprimata in functie de functia treapta

unitate (ale carei valori sunt 0 pentru argumente negative si 1 pentru argumente pozitive):
v(t)=Volu(t —a)-u(t-b)] 2

Din (1) si (2) rezulta:

R-i(t)+ i()m:vo[u(t—a)—u(t—b)} @

1
C

9


http://ro.wikipedia.org/wiki/0_%28num%C4%83r%29
http://ro.wikipedia.org/wiki/1_%28num%C4%83r%29

>>syms VO R C a b v t positive

>>symss F

>> U=simplify(laplace(VV0*(heaviside(t-a)-heaviside(t-b))))
U=

(VO*(1/exp(a*s) - 1/exp(b*s)))/s

>>R*F+F/(s*C)-U

ans =

F*R + F/(C*s) - (VO*(1/exp(a*s) - 1/exp(b*s)))/s
F=solve("F*R + F/(C*s) - (VO0*(1/exp(a*s) - 1/exp(b*s)))/s",F)
F=

((C*V0)/exp(a*s) - (C*VO0)/exp(b*s))/(C*R*s + 1)

>> h=ilaplace(F);

>> pretty(h) ;

TRANSFORMATAIN Z

Transformata in Z este o generalizare a seriei Fourier. Transformata in Z (bilaterald) a
unei functii discrete x(n) are expresia:
< -n
X(z)=z{x(n)}= x(n)z™".
N=-o0
Pentru semnale cauzale, transformata in Z (unilaterald) este:
0]
X(@)=xxn) ™" @
n=0
Multimea valorilor lui z pentru care seria din (4) este convergenta constituie regiunea de
convergenta (ROC) corespunzitoare transformatei in Z (unilaterald).

Transformata n Z inversa are expresia:

x(n) L{C X(z)z2"tdz.

- 21 - |
Exemplul 9. Calculati transformata in Z pentru:

1 n
a) x(n)= (Ej 120" Roc pentru X(z) este D={2eC||z|>%}.
0, n<0.
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>> syms n;

>>ztrans((1/2)"*n)
ans =
zl(z - 1/2)
b) x(n)= {Zn’ n=0 ROC pentru X(z) este D={zeC|2< H <3}.
3" n<o.
>> syms n;
>> X=ztrans(3n+(2”n-3n)*heaviside(n));
>> simplify(X)
ans =
20(z-2) +1
Exemplul 10. Calculati transformata Tn Z inversa pentru functia:
X(z)= L = D={zeC||{>a}.
1-az

>> syms a positive
>>syms n z;

>> jztrans(X,z,n)
ans =

a™n

Teme

1. a) Dezvoltati in serie Fourier functia

f(x)z{O,—2<x<O
2—-X,0<x<?2

4  periodica.

b) Dezvoltati in serie Fourier de sinusuri functia

2x+x2,—2£xso
g9(x)=

2x—x2,0£x<2

4 periodica.
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€) Reprezentati grafic diferite sume partiale ale seriei Fourier pentru a le compara cu
functia originald. Desenati apoi spectrul Fourier (amplitudinea) corespunzator
seriei Fourier respective.

2. Calculati transformata Fourier a semnalului
x(t)=t2(37 - 2lt))
si apoi verificati rezultatul obtinut folosind transformata Fourier inversa. Reprezentati
grafic semnalul x(t) si amplitudinea sa.

3. Calculati transformata Laplace a functiei:
a) f(t)=e %" +6e™

b) f(t)=e 2 sin(bt)

4. Determinati transformata Laplace inversa pentru functia

a) F(S): 52+2
s°+1
2 2
s“+a
b)G(s)=1In
() s2 +b?

5. Un semnal cauzal continuu x(t) are transformata Laplace

S+2

X(s)= )
) s3 1852 +17s+10

Determinati transformata Laplace a semnalului

y(t) = 2x(t).

6. Rezolvati problema Cauchy urmatoare folosind transformata Laplace:

y"(t)+3y'(t)+2y(t)=0

y(0)=3
y'(0)=1.
7. Calculati transformata in Z pentru:
0,n=0
a) x(n)=1 (1"
—(EJ , < 0.
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1, 0<n<5

DAY g
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8. Calculati transformata in Z inversa pentru functia:

a) X(z)= 1 1,D={ZGC||Z|>a}.
l-az
1—22_l
b) X(2)= ,D:{ZEC||Z|>_}
1+z_1+;z 2
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