REZOLVAREA UNOR PROBLEME DE MATEMATICA APLICATA IN INGINERIE CU MATLAB

Capitolul 2. Calcule numerice si simbolice Tn Matlab

Sistemul interactiv MATLAB permite realizarea calculelor numerice si simbolice, ce
au aplicatii atat in domeniul matematic cat si ingineresc.
MATLAB are deci doua tipuri de functii:
1) numerice- o0 functie numericd constituie un program scurt, care opereaza
Cu numere pentru a produce numere;
2) simbolice- 0 expresie simbolici a  unei functii opereaza

cu variabile simbolice pentru a produce rezultate simbolice.
2.1. Polinoamele Th Matlab

Polinoamele constituie o categorie de functii speciale, MATLAB-ul ofera un toolbox
aparte pentru tratarea acestora.

MATLAB poate reprezenta un polinom
P(X)=apgX "+ X"+ +a, X +ay,
cu coeficienti reali sau complecsi, in urmatoarele doua moduri:

A) printr-un vector (tablou unidimensional) al coeficientilor sdi, considerati in ordinea
descrescatoare a puterilor lui X; de aceea, numarul de componente ale acestui vector
esteegal cu n+1:

P=[ag & ... ap_1 anl;

B) sub forma simbolica (va fi utilizata in sectiunea 2.3).

Cele doua forme privind reprezentarea polinoamelor in MATLAB sunt echivalente
din punct de vedere algebric.

Toolbox-ul Polynomials din Matlab 7.9 dispune de urmatoarele functii, care permit
relizarea operatiilor cu polinoame:

e poly(v): determind coeficientii polinomului, cunoscandu-i

radacinile mentionate 1n vectorul Vv ;
Exemplul 2. 1. Sa se determine polinomul care are radacinile:
X1 =-1.2, Xo = 2.5, X3 =3.4.
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> pmfog o2 oS 341

>> poly(v)
ans =
1.0000 -4.7000 1.4200 10.2000
e poly(A): determind coeficientii polinomului caracteristic al
matricei A;
e roots(P): determind radacinile polinomului P;
e poly(AX): construieste polinomul caracteristic al matricei A,
avand nedeterminata x;
e polyval(P,x): evalueaza valoarea unui polinom P intr-unul sau mai

multe puncte, ce sunt componente ale vectorului Xx;
Exemplul 2. 2. Reprezentati in Matlab polinomul
P(X)=3X3+2X -7,
determinati valoarea sa in punctul a =—1 si radacinile sale.

> P=[3 0 2 -7):
>> polyval (P,-1)

ans =
-12
>> roots (P)
ans =
-0.5799 + 1.2944i

-0.5799 - 1.29441
1.1598

e polyvalm(P,A): evalueaza valoarea unui polinom P in sens matriceal,
A fiind matricea patraticdi in care se evalueaza

valoarea polinomului respectiv.

1 2
Exemplul 2. 3. Se considera polinomul p(X )= X2 +1 si matricea a = (2 3}

Si se calculeze P(A).
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> p=[1 0 1];
> a=[1 2; 2 3);
>> polyvalm(p,a)

ans =

=
(=

14

m o,

e [r,p,k]=residue(B,A): Se obtine descompunerea in fractii simple pe baza
parametrilor de iesire:
»  r(vectorul coloani al rezidurilor)

»  p (vectorul coloana al polilor)

»  k (vectorul linie al termenilor liberi);
argumentele functiei, B si respectiv. A semnifica
vectorii ce contin coeficientii polinoamelor de Ia
numaratorul, respectiv numitorul fractiei, considerati
in ordinea descrescatoare a puterilor nedeterminatei
corespunzatoare celor doud polinoame.

Observatia 2. 1. Descompunerea in fractii simple se obtine astfel:
B(x) _ r@) .\ r(2) s r(n) k(x).
Ax) x-p@) x-p@2)  x-pn)

Daca polul p(j) este de ordinul m, atunci in descompunere vor apare termeni de

forma:

W) G+ rlem=y)

x=p(i)  (x—p(j)? (x—p(j)"

Exemplul 2. 4. Descompuneti in fractii simple expresia:

X+1
x3 —7x% +15x—9

Pasul 1. Scriem vectorul linie ce contine coeficientii polinomului de la numaratorul
fractiei.
>> B=[1 1];

Pasul 2. Scriem vectorul linie ce contine coeficientii polinomului de la numitorul

fractiei.
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>> A=[1 -7 15 -9];
Pasul 3. Apelam functia residue.

>> [r,p,k]=residue (B,A)

r =
-0.5000
2.0000
0.5000

Pp =
3.0000
3.0000
1.0000

k =

[]
Deci:
- exista doi poli: primul de ordinul doi, p(l):3 si cel de-al doilea de ordinul ntéi,
p(2)=1;
- descompunerea nu contine termeni liberi (deoarece k este vectorul nul).
Pe baza rezultatelor obtinem urmatoarea descompunere in fractii simple:

1,2 1
2(x-3) (x—3) 2x-1)

e conv(Py, Py): returneaza un vector ale cdrui componente sunt
coeficientii polinomului produs P1Py;
e [Q,R]=deconv(Py, P,): returneaza catul Q si restul R, ce corespund impartirii

polinomului Py la P2, adica P, =QP, +R;

Observatia 2. 2. Din punct de vedere algebric, inmultirea polinoamelor coincide cu
operatia de convolutie dintre aceste polinoame, in timp ce impartirea polinoamelor este

echivalenta cu deconvolutia acestora.

e polyder(P): determind vectorul ale carui componente sunt
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coeficientii polinomului derivat P’, asociat lui P;

polyint(P): calculeaza coeficientii unei primitive lui P, adica ai
polinomului  [P(X)dX =Q(X)+C,  considerand
C=0;

polyint(P,C) calculeaza coeficientii unei primitive lui P, adica ai

polinomului  [P(X)dX =Q(X)+C,  specificand
constanta C;

poly2sym(v) converteste polinomul reprezentat prin vectorul
coeficientilor v, Tntr-o expresie simbolica;

poly2sym(v,t) converteste polinomul reprezentat prin vectorul
coeficientilor v, 1intr-o expresie simbolica, in
nedeterminata t;

sym2poly(P) returneazd un vector, ce are drept componente
coeficientii polinomului P, reprezentat sub forma
simbolica.

Exemplul 2. 5. Sa se scrie sub forma simbolica polinomul, care are coeficientii: 1, 0,

-3, 4 si verificati apoi operatia inversa.

> v=[1 0 -3 4]:
>> P=poly2sym(v)

| Gus i e S

>> u=sym2poly (P)

1 0 -3 4

polyfit(x,y,n): aproximeaza un set de date (X, y) cu un polinom de
gradul n, n sensul metodei celor mai mici patrate;
functia returneaza un vector, ale carui componente

semnifica coeficientii polinomului de aproximare.
Exemplul 2. 6. Sa se ajusteze printr-o parabola datele tabelei urmatoare:
x | 0 | 1 | 2 | 3
yi | 018 | -1 | 18 | 9

5
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> x=0:3;
> y=[-0.13 -1 1.8 9];
>> p=polyfit(x,vy,2)

p =
2.0175 =3.0335 -0.0935
e gcd(A,B): determind cel mai mare divizor comun al
polinoamelor A si B;
e Icm(A,B): determind cel mai mic multiplu comun al

polinoamelor A si B.

Exemplul 2. 7. Aflati cel mai mic multiplu comun al polinoamelor:
A(X)=X2+2X +3
B(X)=4X2+5X +6.
>> A=[1 2 3);
>> B=[4 S &];

>> lcm(A,B)

ans =

2.2. Calcul numeric in Matlab

Pe langa calculele numerice cu polinoame, Matlab 7.9 dispune si de functii destinate
calculelor numerice cu matrice.

Functiile din Matlab 7.9 care realizeaza calcule numerice asupra tablorilor de date

sunt:

e norm(X): calculeazda norma euclidiand corespunzatoare unui
vector sau matrice X;

e norm(X,2): echivalenta cu norm(X);

e norm(X,P): returneaza norma P a vectorului sau matricei X; P
poate fi: 1, 2, oo;

e norm(X,’fro’): calculeaza norma Frobenius corespunzatoare unui
vector sau matrice X;

o det(A): calculeaza determinantul matricei patratice A;
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e rank(A): determina rangul matricei A,

e inv(A): calculeaza inversa matricei patratice A,

Observatia 2. 3. Inversa matricei A exista daca si numai daca determinantul siu este

nenul. Aceasta conditie este Indeplinitd daca si numai daca vectorii coloana ai matricei A sunt

liniari independenti.

e trace(A): determind urma matricei patratice A,
o eig(A): returneazd un vector, ce contine valorile proprii ale
matricei A;
Observatia 2. 4.

(i) Valorile proprii ale unei matrice simetrice sunt reale.
(i1) Valorile proprii ale unei matrice antisimetrice sunt pur imaginare sau 0.

(iii) Valorile proprii ale unei matrice ortogonale sunt reale sau complex conjugate

si au valoarea absolutd egala cu 1.

e [V,D]=eigs(A): returneazd matricea diagonala D, ce contine valorile
proprii ale matricei A si matricea V, ale carei coloane
sunt vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii;

e eigs(AK): returneaza un vector, ce contine cele mai mari K valori
proprii ale matricei A, in valoare absoluta;

e [V,D]=eigs(Ak): returneaza matricea diagonala D, ce contine cele mai
mari k valori proprii (in valoare absoluta) ale matricei
A si matricea V, ale cérei coloane sunt vectorii proprii

corespunzatori acestor valori proprii;

Exemplul 2. 8. Determinati cele mai mari patru valori proprii si vectorii proprii

corespunzatori pentru matricea:

30 2 3 13

5 11 10 8
|9 7 6 12]

4 14 15 1
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> A={30 2 3 13; S 11 10 6; 9 7 & 12; 4 112 15 11:
>> [V,D]=eigs (A, 4)

vV =
-0.7354 -0.6701 0.2355 -0.0901
-0.3815 0.4857 0.0254 -0.7105
-0.4138 0.2745 0.4977 0.6797
-0.3774 0.4897 -0.8344 0.1584

D =
39.3960 0 0 0
0 17.8208 0 0
0 0 -9.5022 0
0 0 0 0.2854

e jordan(A): returneaza forma canonica Jordan asociatd matricei A;

Observatia 2. 5. O matrice patratica A se numeste jordanizabila daca exista o matrice

nesingulara C, astfel Tncat C'AC si fie 0 matrice sub forma canonica Jordan.

e [CJ]=jordan(A): returneaza matricea J, ce constituie forma canonica
Jordan asociatd matricei A si respectiv. matricea

nesigulara C, astfel incat J=C'AC;

Exemplul 2. 9. Sa se determine forma canonica Jordan asociata matricei

3 -2 1
A=l2 -2 2|
3 -6 5

> A=[3 -2 1;2 -2 2;3 -6 S5]:
>> [C,J]=jordan (A)

C =
1 1 -1
2 0 0
3 0 1
J =
2 1 0
0 2 0
0 0 2
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VVom verifica in Matlab 7.9 ca matricea A este jordanizabila.

e orth(A):
e chol(A):
e [L, Ul=lu(A):

e [Q RI=ar(A):

Exemplul 2. 10

J==C~-1*A*C

1 1 1
1 1
1 1 : &

transforma matricea A intr-0 matrice ortogonala;
determind descompunerea Cholesky a matricei
simetrica si pozitiv definita A;

determina descompunerea LU (factorizarea Gauss) a
matricei pozitiv definita A, astfel incat A=LU, unde L
este o matrice inferior triunghiulara, iar U fiind o

matrice superior triunghiulara;
determind descompunerea QR a matricei Ae gmxn.
astfel Tncat A=QR, unde Qe R™M este 0 matrice

ortogonala, iar Re R™" fiind o matrice este superior

trapezoidals;

. Sa realizeze descompunerea QR a matricei:

0 1
0.06
0.14
0.25
0.31
0.47
0.6
0.7

e T
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>> A(:,1)=[0 0.06 0.14 0.25 0.31 0.47 0.6 0.7]"';
>> A(:,2)=ones(8,1):
>> [Q,R]=qgr(A)

[ Vi,..,vn]=solve(‘eq1’,..,"eqn’):

0 -0.5882
.0536 -0.5169
1251 -0.4219
.2234  -0.2912
.2770 -0.2199
.4199  -0.0299
.5361 0.1246
.6254 0.2434
.1192  -2.2605
0 -1.7001
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
linsolve(A,b):

.2504
.3617
.8870
.0934
.0827
.0543
.0311
.0133

.2809 -0.
-1749 -0.
.0726 -0.
.9201 -0.
.0839% 0.
.0946 -0.
.1032 -0.
.1099 -0.

2975 -0.
0730 0.
0506 0.
0726 -0.
9154 -0.
1166 0.
1426 -0.
1626 -0.

3418 -0.3778
1988 0.4196
0082 0.0559
0530 -0.0370
0863 -0.0877
8247 -0.2229
2475 0.6672
3031 -0.4173

-0.4054
0.5895
0.0926

-0.0248

-0.0888

-0.2596

-0.3984
0.4949

rezolva sistemul de ecuatii liniare AX =D,

AE iRan bemnxl x c mnxl

rezolva

sistemul

format

din

ecuatiile

edqy =0,...,eq,, =0 si obtine solutia vi,..,Vn;

Exemplul 2. 11. Gasiti curentii din circuitul urmator:

10
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Aplicand legile lui Kirchhoff si legea lui Ohm obtinem sistemul

h_=|2-+|3
|6 = |1+ |5
|2-+|4 =|6
|3+ |5 = |4
10+5=2014
-5+20=1013 +5l4
—10=-515 -5ly4
ale carui necunoscute sunt 1q,...,lg.
> [I1 I2 I3 I4 IS I6)=solve('I1=I2+I3','I6=I1+I5",'I2+I4=I6"'," 'I3+I5=I4"',
'10+5=20*I1"','-5+20=10*I3+5*I4"','-10=-5*I5-5*I4"');

Warning: 7 equations in 6 variables.
>> I=eval([Il1l I2 I3 I4 IS 16])

0.7500 -0.0500 0.8000 1.4000 0.6000 1.3500

fsolve(F,I): rezolva sisteme de ecuatii neliniare continute in
functia vectoriala F, considerand | ca punct
initial (vector de start).
gaseste  toate  radacinile  unei  ecuatil
transcendente continuta in functia F, ce se afla

n intervalul I;

Observatia 2. 6.

(i) Toate ecuatiile care nu sunt algebrice se numesc transcendente (neliniare), deci
acele ecuatii care nu pot fi reduse la ecuatii algebrice folosind operatiile: adunare,
scadere, Inmultire, impartire, ridicare la putere.

(ii) Ecuatiile transcendente importante sunt: ecuatiile exponentiale, ecuatiile
logaritmice si ecuatiile trigonometrice.

(iii)Spre deosebire de ecuatiile algebrice pentru care se pot obtine forme generale ale
solutiilor, pentru ecuatiile transcendente nu mai este posibil acest lucru.

(iv)Desi nu exista metode matematice generale de rezolvare pentru aceste ecuatii, ele
pot fi rezolvate:

A) grafic (vezi sectiunea 3.)

B) prin metode de aproximare.

11
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Exemplul 2. 12. Rezolvati ecuatia transcendenta:

a) x—02=In(l+x)

>> f=@ (x) x-0.2-log(1+x):
>> s=fsolve(f, [-0.6,0.6])

8 =

-0.5068 0.7722

>> f(s)
ans =
1.0e-006 *
0.4814 0.0009
b) xe*-1=0
>> f=@ (x) x.*exp(x)-1:

>> format long
>> s=fsolve(f,[-0.7,0.7])

s =
0.567143290642975 0.567143290409784
>> f£(s)
ans =
1.0e-009 *
0.644359232637726 0.000000222044605
e fzero(f,1): gaseste o radacina a unei ecuatiei transcendente

continuta in functia f, ce se afla in intervalul I;

Exemplul 2. 13. Rezolvati sistemul neliniar:

x2 + y2 +72-9
a) <xyz=1 (considerand ca punct initial (2.5,0.2,1.6)).
X+Yy— 22 =0

12
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>> =@ (x) [x(1)"2+x(2)"2+x(3)"2-9;x(1)*x(2)*x(3)-1;x(1)+x(2)-x(3)"2];
>> 8 = fsolve(f,[2.5 0.2 1.6])

s=

2.491375696830717 0.242745878757424 1.653517939300528

>> f(s)
ans =
1.0e-011 ~*

0.112265752250096
0.134936506412942
-0.052446935683292

Deoarece atat in stiinte cat si in inginerie se pot intdlni in multe situatii, probleme
pentru care nu pot fi obtinute solutii analitice este necesara aplicarea unor metode de integrare
si derivare numerica In vederea rezolvarii unor astfel de probleme.

Matlab 7.9 dispune de functii specializate pentru derivarea si integrarea numerica:

e int(f,a,b): b
(ha.0) calculeazd [ f(x)dx;
a

Exemplul 2. 14. Calculati lungimea arcului de curba:

a) y=Insinx, XE‘:E,Z:l
3 2

Utilizand formula

L:tj)w/1+ f'2(x)dx, f:[a,b] >R

rezulta ca

L= ﬁfz\/1+(2 (In(sin x))j2 dx

”/3 OX
ce poate fi calculata in Matlab 7.9 astfel:
>> syms x
>> L=vpa(int (sqrt(l1+diff(log(=in(x)))"2),pi/3,pi/2),5)
Warning: Explicit integral could not be found.

L =

0.54931

13



| REZOLVAREA UNOR PROBLEME DE MATEMATICA APLICATA IN INGINERIE CU MATLAB

X =3cost
b) yzssint,te[o,ﬂ
7 =4t

Pentru o curba 1n spatiu data parametric
x = X(t)
y=y(t) telanb]

z=1(t)

lungimea arcului de curba este

L= tj)\/x'z(t)+ y'2(t)+ 2’2 (t)dt.

Secventa de comenzi Matlab 7.9 necesare calculului lungimii arcului de curba este

urmatoarea:
>> syms t

>> x=diff (3*cos(t)) ;y=diff(3*sin(t)) ;z=diff(4*t);
>> L=int (sqrt (x"2+y~2+z"~2),0,pi/2)

e -

(5*pi)/2

. 360 V4

c =sin"—, pe|0,—
) P 3 P { 2}
Pentru o curba plana data in coordonate polare: p = p(ﬁ), pPE [a, b], lungimea arcului

de curba este

LZ?\/pz(ﬁ)w’z(@)dé’-

Secventa de comenzi Matlab 7.9, ce ne permite sa calculam lungimea acestui arc de

curba plana este:

>> syms €t
>> ro=sin(t/3)"3;
>> L=eval (int (sqrt (ro~2+diff (ro)"2),0,pi/2))

L =

0.135879110559119

14
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Exemplul 2. 15. Calculati aria marginita de curbele f(x):lnx, g(x):lnzx,

reprezentate n figura Fig 2.1.
Aria mirginiti de doud curbe care se intersecteazi in punctele (xq,y;) si (X2,y2) se

calculeaza folosind formula:

A= (5 (x)-g(}dx.
X1

10 T T T T T T T T T

Fig. 2.1. Reprezentarea grafica a celor doud functii.

>> syms X

>> f=@(x) log(x):

>> g=@(x) log(x)"2;

>> syms y

>> u=solve (log(y)-log(vy)"2,V)

1
exp (1)

>> A=eval (int (f(y)-g(v),v,u(l),u(2)))
A=
0.281718171540954

Exemplul 2. 16. Sa calculeze lucrul mecanic efectuat de forta

15
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—

F(xy)=( —2xy i+ (2xy + y2)]

de-a lungul arcului de parabola AB:y = X2, ce uneste punctele A(l,l) si B(2, 4) din Fig 2.2.

16

14
12~

10~

B(2,4)

2r AQLL)

Fig. 2.2. Reprezentarea grafica a arcului de parabola.

Lucrul mecanic efectuat de un corp in miscare, care se deplaseaza de-a lungul arcului

AB, sub actiunea unei forte variabile

F(x,y,2)=P(x,y,2)i +Q(x,y,2)j +R(x, y, 2 K
este

L= [P(x,y,z)dx+Q(x,y,2)dy+R(x,y,z)dz.
AB

Cand arcul AB este de forma

X(t)

(AB):<y=y(t) tela,b]

2(t)

atunci
L= I?[P(x(t), y(t). 2(t)- (1) + Q(x(t), y(t). 2(t))- y'(t) + R(x(t), y(t). 2(t))- '(t)]dt -

Exemplul 2. 17. Se considera domeniul plan

F={xy)|0<x<z 0<y<sinx].
Sa se determine coordonatele centrului de greutate al unei placi omogene, ce are forma

lui F.

16



REZOLVAREA UNOR PROBLEME DE MATEMATICA APLICATA IN INGINERIE CU MATLAB

Coordonatele centrului de greutate G(xg,Yyg ) al unei plici omogene de forma unui

domeniu plan F = {(X, y)| as<x<b0<y< f(x)} se determind conform formulelor:

>>
>>
>>
>>
>>

Xg

syms x
Il=int (x*sin(x),0,pi):
I2=int (sin(x),0,pi):
I3=int(sin(x)~2,0,pi)/2;
xg=I1/1I2

pi/2

>>

va

vg=I3/12

pi/8

e (quad(f,a,b):

e dblquad(f,a,b,c,d):

calculeazd valoarea aproximativd a integralei

b
[ f(x)d x, obtinuta prin cvadraturi;
a

calculeaza prin cvadraturi, valoarea
bd

aproximativa a integralei [ [ f(x,y)dxdy;
ac

Exemplul 2. 18. Calculati urmatoarele integrale duble:

ﬂ
22 cos
a) I y

T o odxdy
pol+sinxsiny

17
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>> syms X v
>> f=@(x,y) cos(y)./(1l+sin(x)*sin(y)):’
>> dblquad(£f,0,pi/2,0,pi/2)

ans =
1.233700562701055
22 [
b) JJ |—Zdxdy
11\y

>> 8syms X Yy
> f=@Q(x,vy) sqrt(x./(v."3)):
>> dblquad(f,1,2,1,2)

ans =

0.714045212942350

Sau

>> syms X Vv
>> eval (int(int (1/sqrt(v"~3),1,2) *sqrt(x),1,2))

0.714045207910317

e triplequad(f,a,b,c,d.e,f): alculeaza valoarea aproximativa a integralei

bd f
[]]f(xy,z)dxdydz

ace

Observatia 2. 7. Derivarea numerica presupune utilizarea functiilor simbolice diff si

subs; de aceea va fi tratata in sectiunea 2.3.

2.3. Calcul simbolic in Matlab

Variabilele utilizate 1n calcule simbolice se declara prin comada “scurta” syms:

Forma Matlab 7.9 Semnificatie

syms varl var2... varl = sym('varl’);

var2 = sym('var2’); ...

18
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syms varl var2 ... real varl = sym('varl,’real");
var2 = sym('var2',’real"); ...
syms varl var2 ... positive varl = sym('varl,’positive');

var2 = sym('var2',’positive'); ...

Exemplul 2. 19. Determinati polinomul caracteristic al matricei

16 2 3 13
5 11 10 8

|9 7 6 12]
4 14 15 1

>> B=ilh 2 3335 3% 19 B8:9 7 & 12:4 14 15 1) ;
>> syms t
>> P=poly(A,t)

B =TIeYE Y —aUT el ZI2NTL

Pentru a reprezenta un polinom sub forma simbolicd in MATLAB se procedeaza
astfel:

a) se declara variabila simbolica, ce constituie nedeterminata polinomului;

b) se scrie expresia simbolica asociata functiei polinomiale.

Exemplul 2. 20. Reprezentati sub forma simbolica polinomul:

P(s)=58—s3+s2+9s5+2.

>> syms s
>> P=3"6-3"3+3"2+9%3+2

2”6 - 83™3 + 372 + 9*3 + 2

Functiile utilizate in vederea efectudrii calculelor simbolice algebrice Tn Matlab 7.9

sunt:
o det(A): calculeaza determinantul simbolic al matricei A;
e inv(A): calculeaza inversa simbolicd a matricei A,
e rank(A): determina rangul matricei simbolice A;
e transpose(A): determina transpusa simbolicd a matricei A,
o simplify(E): simplifica simbolic o expresie sau matrice E;
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Exemplul 2. 21. Calculati determinantul, transpusa si inversa simbolica pentru

COSX —sSinx
A=| )
sinx  €os X
>> syms x

>> A=[cos(x) -s8in(x);sin(x) cos(x)]:
>> simplify(det (A))

matricea:

ans =

>> transpose (4)
ans =

[ cos(x), sin(x)]
[ -—sin(x), cos(x)]

>> inv (A)
ans =

[ cos(x), sin(x)]
[ -sin(x), cos(x)]

Exemplul 2. 22. Simplificati expresia:

3n+2 .5n +3n .5n+1
:3n+1_5n+2.3n+l.5n '

>> syms n
>> E=(3"(n+2) *5*n+3°n*5" (n+1) )/ (3~ (n+1) *5°n+2*3" (n+1) *5°n) ;
>> simplify(E)

ans =
14/9

e simple(A): determina cea mai simpla forma a unei expresii sau
matrice simbolice;

Exemplul 2. 23. Scrieti sub o forma simplificata matricea:

cos? x +sin? x x2/x

= 2
2sinxcosx  elnX

20
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>> syms x
>> A=[cos(x)"2+s3in(x)"2 xX*2/x; 2%*s3in(x) *cos(x) exp(log(x"2))]:
>> u=simple (A)

[ 1, x]
[ sin(2*x), x"2]

o expm(A): returneaza matricea exponentiald a lui A; din punct de
vedere algebric, aceastd matrice poate fi calculata

dupa ce se realizeaza diagonalizarea lui A.

Exemplul 2. 24. Se considera matricea

-3 -1 -1
A=l 0 -3 -1].
1 2 0
Calculati el
> A=[-3 -1 -1; 0 -3 -1; 1 2 0]:
>> syms t
>> simplify (expm(A*t))
ans =
[ -{t - 1)/exp(2*t), -t/exp(2*t), -t/exp(2*t)]
[ -t"2/ (2%exp(2*t)), -(t"2 + 2%t - 2)/(2*exp(2*t)), -(t*(t + 2))/(2%exp(2*t))]
[ (E*(t + 2))/(2%exp(2*T)), (E*(t + 4))/(2%exp(2*T)), (T2 + 4%t + 2)/(2*exp(2*t))]
e logm(A): constituie inversa functiei expm(A), adica returneaza

matricea logaritmica a lui A; .
e [N,D]=numden(E) returneaza numaratorul N si respectiv numitorul D
unei expresii simbolice;

o factor(E): factorizeaza expresia E;

Exemplul 2. 25. Sa se factorizeze expresia

E=x3+ yx2 —2\/§x2y—2\/§xy2 +3y2x+3y3.
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>> syms X ¥
>> E=x"3+y*x"2-2%sqgrt (3) *x"2*y-2¥%sqgrt (3) *x*y"2+3*y"2*x+3%*y"3;
>> factor (E)

ans =
(x + ¥)*{x - 3" (1/2)*y) "2
e expand(E): realizeaza expandarea expresiei E;

Exemplul 2. 26. Expandati expresia:

E =(XZ\/E—x\/§+\/§Xx2\/§+x\/§+\/§)—(x2\/§+\/§)z.

>> syms x
>> E=(x"2%*sqrt (2) -x*sqrt (3) +sqrt (5) ) * (x"2*sqgrt (2) +x*sqgrt (3) +sqrt (5) ) - (x"2*sqrt (2) +sqrt (5) ) " 2;
>> expand (E)
ans =
(-3) *x"2
e collect(P,x): colecteaza termenii asemenea din expresia simbolica

P n raport cu variabilele precizate Tn vectorul X;

Exemplul 2. 27. Sa se grupeze termenii asemenea prezenti in partea reald a expresiei

simbolice complexa
f =(ag +iap Nx+iy)+ (b +iby Nx —iy) (V) a;, bj, X,y e R, i =12

>> syms al a2 bl b2 x y real
>> f= (al + i*a2)*(x + i*y) + (bl + i*b2)*conj(x + i*y):
>> £1 = collect (real(f), [x, v])

£ ==

(21 + bl)*x + (b2 - a2)*y

o coeffs(P,x): determina coeficientii polinomului P Tn raport cu
nedeterminata x;

e subs(S,new) inlocuieste variabila liberd din expresia S cu new;

e subs(S,old,new) Tnlocuieste variabila simbolicd old din expresia S cu
variabila numerica sau simbolica new;

e subs(S,{X1,...Xn}{Y1,-:Yn}) Tnlocuieste variabilele simbolice X,..,X, din expresia S

cu variabilele numerice sau simbolice yj,..,Yn;

Exemplul 2. 28. Fie py(x)=x+a, pp(x)=x2+bx+c. Calculati determinantul:
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scriind rezultatul sub forma de produs.

x3

o

> syms X a bc x1 x
>> pl=x+a;

>> p2=x"2+b*x+cC;

>> A=[1 subs(pl,x,x1) subs(p2,x,x1); 1 subs(pl,x,x2) subs(p2,x,x2);...
1 subs(pl,x,x3) subs(p2,x,x3)]

A=

o+
0

[ 1, a + x1, x1°2 + b*xl
[ 1, a + x2, x2"2 + b*x2 + cC]

[ 1, a + x3, x3°2 + b*x3 + c]

>> factor(det (4))

ans =

-(x2 - x3)*%(x1 - x3)%(x1 - x2)

e solve(eq): rezolva ecuatia eq = 0 Tn raport cu variabila din
expresia eq ;

e solve(eq,var): rezolva ecuatia eq = 0 n raport cu variabila var din
expresia eq;

e solve(eqy,..,eqn,vars,..,var,): Rezolva sistemul format din ecuatiile

eq; =0,...,eq, =0 in raport cu variabilele

vars,..,varnp,

Exemplul 2. 29. Rezolvati ecuatia

x2 —2(m+2)x+m? -1=0
n raport cu variabila x.

>> syms X m
>> x=solve('x"2-2* (m+2)*x+m"2-1"', x)

m + (4*m + 5)"(1/2) + 2
m - (4*m + 5)"(1/2) + 2
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Exemplul 2. 30. Rezolvati sistemul de ecuatii urméator in raport cu X,y,z:

3X+4y+mz=0
AX+my+32=6 ,meNR.
mx+3y+4z=3+m

> syms X y zm
> [X,¥,Z]=solve('3*x+4*yim"z’, ‘4" imVy+3%2-6", ' x4+3*y+4¥Z-3-n' , X, ¥V, Z)

(m*3 + 3*m"2 - 30*m + 60)/(m"3 - 36*m + 91)

y=

-(- 2*m*2 + 3*m + 45)/ (m"3 - 36*m + 91)

-(3*m~2 + 17*m - 102)/ (m"~3 - 36*m + 91)

Exemplul 2. 31. Determinati matricea A astfel incat:

(2A-3-1 2 0) =3AT +(2 1 -1).

Pasul 1. Consideram matricea simbolici A= (a b C).

>> syms a b ¢C
>> A=[a b c];

Pasul 2. Calculim X =(2A-3-(1 2 0)) —=3AT —(2 1 -1)T,

>> X=transpose (2*A-3*[1 2 0])-3*transpose (A)-transpose([2 1 -1])

X ==
- a->5
-b -7
l1-c¢c
0
Pasul 3. Determinam a,b,c astfel incat X =| 0.
0
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>> [a b c]l=solve(X(1),X(2),X(3))

e symsum(s,v,a,b): o . b
calculeaza simbolic s
v=a

Exemplul 2. 32. Calculati

n 2
s=n- 3 kc+3k+1

K=1k? +3k+2'

>> syms k n
>> 3= (k"2+3*k+1)/ (k"2+3*k+2);
>> simple (n-symsum(s,k,1,n)):

Matlab 7.9 va afisa:

n
S= )
2n+4

Exemplul 2. 33. Calculati suma seriei:

n2+n—1

n>1 (n +1)!

>> syms n
>> symsum( (n“2+n-1)/'(n+1)!',n,1,inf)

2
Functia symsum din MATLAB poate fi utilizatd pentru a determina raza de

convergentd a unei serii de puteri Y a,x", care poate fi calculati folosind una din formulele:
n=0
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~ 1 (2.1)
lim Ylay|
n—o
Sau
1 2.2
N (22)
. an41
lim |—
n—oo an
Exemplul 2. 34. Sa se determine raza de convergenta pentru seria de puteri:
1 n24n
a Y (1+—) x":
n>1 n
>> syms n
>> an=(1+1/n) " (n"2+n);
>> 1/1limit (sqrt (abs(an)),inf)
ans =
0
n
X
by ¥ .
n>12" +3"
>> syms n
>> an=1/ (2°n+3"°n);
>> 1/1limit (abs(subs(an,n+l) /an),inf)
ans =
'
e limit(fx,a): lim f(x);

X—>a

Exemplul 2. 35. Calculati urmatoarele limite:

~ sinx%/cos x —cos x¥/sin x
a) lim
p In(tg x — cos 2x)

X—>—
4
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>> syms x
>> f=(2in(x) *cos (x) " (1/3)-cos(x)*sin(x)"~(1/3))/(log(tan(x)-cos(2*x))):
>> eval (limit (£,x,pi/4))

ans =
0.2100
b) lim (“+\]/in+1)_!—’«‘/ﬁ)
N—00
>> syms n
> limit('((n+1l)!)~(1/n+l)-(n!)~(1/n)"',n,inf)
ans =
Inf
o limit(f,x,a,’right’): lim f(X)= lim f(x);
x—a" X—>a
x>a
1
. xe X
) lim —
x—0" tg= x
>> syms x
>> f=(x*exp(-1/x))/tan(x)"2;
>> limic{f,.x,D, *right")
ans =
0
o limit(f,x,a,’left’): lim f(x)=lim f(x);
x—>a~ X—a
x<a
X
d Ilim —
x—0" X
>> syms x

>> f=abs(x)/x:
>> 1limit({f,.x,0,"'left"’)
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Observatia 2. 8. Problema limitei

lim f(xy)
X—a
y—b

pentru functiia de mai multe variabile f(x,y) poate fi rezolvati folosind succesiv, functia
limit, astfel:
limit(limit(f,x,a),y,b)
limit(limit(f.y,b).x.a).
Exemplul 2. 36. Calculati limita:

lim e >
X—ﬂ/Jy X
y—o0
>> syms X Vv a
>> f=exp(-1/(X"2+y"2))*8in(X)"2/x"2* (1+1/yv"2) " (x+a"~2*y"2);
>> limit(limit(f,x,1/sqrt(v)),v,inf)

ans =
exp (a“~2)
o diff(): f'(x)
o diff(f,x’): f'(x)
of
ox’

Exemplul 2. 37. Sa se calculeze f'(X) daca

COoS X
f(x)= =X
XS +x+3

>> syms x
>> f=cos (x)/ (x"2+x+3):;
>> simplify(diff(f,'x"))
ans =
- 8in(xX)/(x"2 + X + 3) - (cos(xX)*(2*x + 1))/(x"2 + x + 3)"2

Sau
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>> syms x
>> f=@ (%) cos(x)/(x"2+x+3):
>> simplify (diff (£(x)))

ans =
- 82in(x)/(x*2 + x + 3) - (cos(x)*(2*x + 1))/(x"2 + x + 3)"2
o diff(f,n): f(n)(x);
o diff(f,’x’,n): f(n)(x)
ot
ox"
o latex(E): afiseaza o expresia E in format Latex;

Exemplul 2. 38. Sa se calculeze f"(x) daci

f(x)= x-arctgx—ln(;l+ x2)

si sa se afiseze rezultatul in format Latex.

>> syms x

>> f=x*atan(x)-log(l+x"2):;

> aifE{r, 2)

ans =

(2*x~2)/ (x*2 + 1)"2

>> latex(diff(f,2))

ans =

\frac{2\, x"2}{{\left (x~2 + 1l\right)}~2}
Exemplul 2. 39. Calculati f4)(2) daca:

f(x)= |x|\/g

Exemplul 2. 40. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai si al doilea pentru
functia:

f(x,y)= arctgley.

f
Pasul 1. Calculam derivatele partiale de ordinul intéi al lui f , adica Z—f : 8_
X
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>> syms X Y
>> f=atan( (x+v)/ (1-X*V)):
>> t=simplify(diff(f,x))

1/ (x°2 + 1)

>> u=simplify(diff(f,vy))

1/(v*2 + 1)

Pasul 2. Calculam derivatele partiale de ordinul doi al lui f , adica

2%t 8%f 9%t
ox? a2 oxy

>> simplify(diff(f,x,2))
ans =
-(2*x)/ (x*2 + 1)~2

>> simplify(diff(f,vy,2))

—{2*y)}/{v°2 '+ 2)"2
>> simplify(diff(t,y))
ans =

2f 2

Observatia 2. 9. Putem calcula 6_

ox? oy

si in modul urmator:
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>> simplify(diff(t,x))

-(2*x)/ (x~2 + 1)"2

>> simplify(diff(u,y))

—~2*yliiyt2 + 3322

Exemplul 2. 41. Calculati derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei

urmatoare in punctul indicat:

2
f(xy)=2x3y—e*", (-11).
>> 8syms X y
>> f=2#%*x"3*y-exp (x"2):
>> s=diff(f,x); t=diff(f,y):
>> [subs(s,{x,v},{-1,1}) subs(t,{x,v},{-1,1})]
ans =

11.436563656918091 -2.000000000000000

>> u=diff(s,x); v=diff(t,y) ,w=diff (s,vy):
>> [subs(u, {x,v},{-1,1}) subs(v,{x,y},{-1,1}) subs(w,{x,y},{-1,1})]

-28.309690970754271 0 6.000000000000000

o int(f): [ f(x)dx

Exemplul 2. 42. Calculati:

Jx+i‘/x+1dX
Ix+1
>> syms x
>> f=(x+(x+1)"(1/4))/sqrt(x+1);
>> int (f)
ans =

(2% ({x + 1)°{1/2)*(x + 2%¢x + 1)*{1/4) - 2))/3
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e int(fx):

determina o primitiva a lui f, Tn raport cu x;

Exemplul 2. 43. Calculati:

jx3 cos? axd x.

>> syms a x
>> ‘factor (int (x*3*cos (a*x)"2,X)):

e jacobian(F,v):

determind matricea Jacobiand atasatd functiei
vectoriale F, in raport cu vectorul v. Atunci cand F
este o functie scalara, functia jacobian returneaza

gradientul lui F;

Observatia 2. 10. Determinantul functional (jacobianul) al functiilor f1, fo, f3 1n

raport cu variabilele p,0,¢ se calculeaza conform formulei:

Exemplul 2. 44. Fie

a o

op 06 Op (2.3)
D(fy, fp, f3) |of, of, of,

D(p,0,¢) |0p 00 op|
ofs ofs  ofs

op 00 Ogp

F:D—>R2, Dc[0,0)xR, F(p,0)=(f1(p,0), f2(0,0),) = (apcos6,bpsing).

Calculati determinantul functional (jacobianul) al functiilor f;, f,, adica

D(fy, f2)
D(p,6)

>> syms rho th a b

>> x=a*rho*cos(th); y=b*rho*sin|(th):;
>> F=[x y]}; v=[rho th];

>> J=jacobian(F,v)

J =

[ a*cos(th), -a*rho*sin(th)]
[ b*sin(th), b*rho*cos(th)]

>> simplify (det (J))
ans =

a*b*rho
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Exemplul 2. 45. Fie F: D — R, D < [0,00)xR2,
F(p.0.0)=(11(p.0.0), f2(0.0,0), 13(p.6,0))=(psinOcos p, psinPsing, pcoso).

D(fy, f,, f3)
D(p.0.9)

Calculati determinantul functional (jacobianul) al functiilor f;, fp, f3,adica

>> syms rho th phi

>> F=[rho*sin (th) *cos(phi) rho*sin(th)*sin(phi) rho¥*cos(th)]:
>> v=[rho th phi]:;

>> J=jacobian (F,v);

>> simplify(det (J))

ans =
rho”2*sin(th)

Exemplul 2. 46. Sa se determine matricea Jacobiand

Ji(-10,-1)

atasata functiei vectoriale
fiRr3 R f(xyz)= ((x+ y+2)2,2x+y—22,3x% + 2xy —12xz —182y).

Observatia 2. 11. Pentru o functie vectoriala f : R3 - 923

f(xy.2)=(fx y.2) fa(x.y.2). f3(x.y.2)),

unde f; - )3 - N, (‘v’)i =1,3, matricea Jacobiand atasata functiei vectoriale f Tn punctul
ac RS este matricea

ofy ofy ofy
—(a) —=() —:(a)
OX oy 0z

r@)=| 22 22 2G|
of of of
L) ) 26
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>> syms X y 2z

> u=[x vy z];

>> f=[(X+y+2) "2 2*xX+y-2%2z 3I*xX"242*x*y-12%x*z-18*%z*y];
>> J=jacobian(f,u)

J =

[ 2%x + 2%y + 2%2, 2%x + 2%y + 2%z, 2%x + 2%y + 2*z]
[ 2, 1, =2
[

6%*x + 2%y - 12%*z, 2*%x - 18%z, - 12%*x - 18*y]

>> v=[-1 0 -1];
>> subs(J,u,v)

ans =
-t -4 -
2 1 -2
6 16 12
Asadar,
-4 -4 -4
Ji(-10-1)=| 2 1 -2]|.
6 16 12
o taylor(f,x,n): scrie primii n termeni din dezvoltarea Tn serie

MacLaurin de ordinul n-1 a functiei f;

Exemplul 2. 47. Scrieti primii opt termeni din dezvoltarea in serie de puteri a functiei

2
XS +2X+2
f(x)= 222 0E
X“+1

>> syms X
>> f=(x"2+2*x+2)/ (x"2+1);
>> taylor(f,x,8)

ans =
= 2%x~7 — X6 I 2*x"5 T x4 — 2*x"3  x"2 L 2°x |2

e taylor(fx,n,a): scrie primii n termeni din dezvoltarea Tn serie Taylor
de ordinul n-1 a functiei f Tn jurul punctului x=a;

Exemplul 2. 48. Scrieti dezvoltarea in serie Taylor de ordinul cinci a functiei

f (x)=cos® x,
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n jurul punctului x = 7.
>> syms X

>> f=cos(x)"3;
>> taylor(f,x,6,pi)

ans =

(3%(pi - x)"2)/2 - (7T*{pi - x)"4)/8 - 1

Observatia 2. 12. Matlab 7.9 nu are functie specializata pentru dezvoltarea in serie

Taylor a functiilor de mai multe variabile; cu toate acestea, Th Matlab 7.9 se poate importa din
MUPAD sau MAPLE functia mtalyor, care permite dezvoltarea in serie Taylor a functiilor de
mai multe variabile si in MATLAB.
o feval(f,xy,...Xn): evalueaza functia f in punctul (Xg,..,Xn);
e symengine deschide o fereastrd de dialog, in care se alege
software-ul MUPAD sau MAPLE, din care se importa
o anumita functie;

>> symengine

-} Select Symbolic Engine =10 x|

Choose the symbolic engine to activate:

{* MuPAD

" Maple IMapie Location |

OK | Cancell

Exemplul 2. 49. Sa se dezvolte in serie MacLaurin de ordinul patru, functia

f(x,y)= (x2 - ZX)a_XZ_yz_Xy.

>> feval (symengine, 'mtaylor', ' (x"2-2*x) *exp(-x"2-y"2-x*y)', '[x, v]', 4)

ans =

- X"q4 - xX"3%y + 2*xX"3 - X"2*y"2 + 2*x"2*%y + X"2 + 2*x*y"2 - 2*x
Exemplul 2. 50. Sa se dezvolte in serie Taylor de ordinul sase, in jurul punctului
(2, 1), functia:

f(x)= sin(x2 + yz)

35



REZOLVAREA UNOR PROBLEME DE MATEMATICA APLICATA IN INGINERIE CU MATLAB

>> feval (symengine, "'mtaylor', 'sin(x"2+y~2)"', Ix. wlt, & U2, 1]
ans =

X*2 - y*6/6 + y~2

2.4. Aplicatii propuse

1. Sa se determine forma canonica Jordan asociata matricei:
-71 -65 -81 -46
75 89 117 50
0 4 8 4
-67 -121 -173 -58
2. Rezolvati urmatoarele ecuatii transcendente:

A=

a) 1+ x =arctgx (cautati solutia in intervalul [— 3, 3]);

b) x%—cosm =0 (cautati solutia in intervalul [-0.5, 0.5]).
3. Rezolvati sistemele neliniare:

{x—sin(x+ y)=0

y—cos(x—y)=0 (considerand ca punct initial (0,1))

3
—-20x-1=0
b) {y (considerand ca punct initial (0.5,0.3))

X3 +xy-10y+10=0

3lgx; — x5 =0
c) {Xl X (considerand ca punct initial (3,2))

2x12 —X{Xp =5% +1=0

x2+y2+22:0

d) 2x% + y2 —4z =0 (considerand ca punct initial (0.5,0.5,0.5))
3x? - 4y + 22 =0

x3+y3—6x+3=0 R s
e) (considerand ca punct initial (0.5, 0.5))

X3 —y3 -6y+2=0
4. Calculati derivatele de mai jos, in punctele indicate:

a) f(x)= arctg);—Jri, f/(3)="
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?

. 24Jx
b) f(x)=arcsin 2YX | £7(5.7
) f(x)=arcsin Tox (5.7)

0 (=22 1®)(02)=2

5. Calculati derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiilor urmatoare in punctele

indicate:
Q) flxy)=Fy, (-22)
b) f(x,y)=xsin(x+y), (%O]

c) f(xyz)=xe¥, (L11)
6. Determinati vectorii si valorile proprii corespunzatori matricei:

1000

o O O
o - O
O O -
— O O

7. Determinati cele mai mari trei valori proprii (in modul) si vectorii proprii coresponzatori
acestora, ai matricei:

3 4 -16 0 1
0 -1 05 6 O
A=|0 0 -76 5 8
6 4 3 20 -1
8 0 -06 3 O

8. Calculati urmatoarele integrale simple:

t 2
a) [e*cos® xdx
0

z
2 o

b) j SIHZ;( dx
ol+sin“ x

1
C) sz x2 +1dx
0

5 2
d) j\/x +2

1 Xx+1

dx

9. Calculati valoarea urmatoarelor integrale improprii:
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dx

1—x2

1
a) |
0

© dx
D R

10. Calculati urmatoarele integrale duble:

s 2
a) [[ysin“xdxdy
00

0 J[-— dxdy

11. Fie polinoamele:

P(X)= X% +7X3 +13X 2 +19X +20

Q(X)=X"+16X° +103X° +346X # + 655X 3 + 700X 2 + 393X +90.

Verificati daca cele doud polinoame sunt coprime (adica daca cel mai mare divizor comun
al lor este 1).

12. Se considera matricea:

Calculati:
X2 —2aX +(a® +b?)l,,
unde I, semnifica matricea unitate de ordinul doi.

13. Fie matricele patrate

O ~» O
o o
o~ O

Calculati
(A+B),

14. Simplificati expresiile:
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3 a2
a) E=x 23x +2X
X< —2X
b)F—XZ— X3 _x_x2
X+2 x2i4x+4) | x+2 x2_4
x2+xsin£—3
c) G=

Xsin % -1
15. Calculati suma
S, =13+434+734+. . +(3n-2% neN.

16. Determinati radacinile polinomului

a) P(X)=X*+X3-10X?-34X —26

b) P(X)=X°+5X +1
17. Se considera polinomul

P(x) = (x+3)? (x2 +3x+2x3 +12x% + 48x + 64)

a) Determinati cea mai simpla forma a polinomului P;

b) Dezvoltati expresia lui P.

18. Descompuneti in fractii simple expresia:

1
a) -
X~ +X+1

2x2 —3x+1
x3 +2x% —9x—18

b)

x3+x—1

x2 +3x-4
x* —3x3 —3x2 +10
(x—3)(x+1)?

19. Expandati expresia:

d)

a) x(x—2)*(x-3)

b) (p+a)®-3(p+a)*(p-a)+3(p+aXp-a)*-(p-0q).

20. Factorizati expresia:
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a) E=x3+y3+23+3(x+y)x+z)y+2)
b) F=(2m-3)Ym-1)?—4(2m-3).
21. Sa se scrie sub forma unui singur polinom produsul a doua polinoame:

a) (x3+x2-1x2-x+1)

b) [xz _J2v2x +\/§)(x2+\/ﬁx +\/§j.

22. Sa se calculeze determinantul

a’ (a+1? (a+2)?
b2 (b+1)? (b+2)?
c2 (c+1)? (c+2)?

scriind rezultatul sub forma de produs.
23. Sa se grupeze termenii asemenea din expresia simbolica
E= (x+eXXx+2).
24. Sa se calculeze determinantul Vandermonde de ordinul patru:

1 1 1 1

X1 X2 X3 Xy

V = .
X2 X3 x5 x3

3 3 3 3
Xl X2 X3 X4

25. Inlocuiti variabila simbolica b din expresia
2a” +80%a—3(b—4)
cu valoarea 4.
26. Se considera expresia
E(x)=mx+n, mne®R, m=0.
Calculati:
E(x—1)+2E(x+2)—3E(x +1).
27. Rezolvati ecuatia
a) 3x°—2mx+1-m=0, meR
2% +a.3%

by == =2 aeR
2% _a.3%
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n raport cu variabila x.

28. Rezolvati sistemul de ecuatii urmator:

2 2 2 _
2) {x +ax“ +6b+3y _O,a,be‘ﬁ

a+x+3=y

ax+y+z=1
b) <x+ay+z=a ,aeR inraportcu x,y,z:

X+y+az=a’

29. Determinati a,b si ¢ astfel incét sistemul

X+ay+cz=0
bx+cy-3z=1
ax+2y+bz=5

are solutia x=3, y=-1, z=2.
30. Scrieti polinomul ai carui coeficienti sunt: 6, 7, 8, 9, 10.

31. Determinati matricea A astfel incat:

T 21
1 -10
A+3- =0 5].
1 2 4
3 8
32. Calculati urmatoarele limite:

1

_ X
lim e
a) x—0~
1
. X
lim €
b) x—o07
.
lim —
C) x—0~ X

3
eX -1

lim -
d) x—ot 1-cos+/X—=sinX

n
lim (sinl+...+sinn)= lim 5+ X sink
e) n—ooN+nN n—-onN+NnN- k=1
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/iZnil
lim n
f) noo (n')

a)* b
lim x(1+—) sin—.
g) X—>00 X X

33. Si se calculeze urmatoarele derivate:

a) f'(x)daca f(x)=arcsin : 2

o

arccos X

b) g”(x) daca g(x)= —

O 1(=cos? Jx: 14—
dy f(x)= 1 f(ll)(X):?

x3 +6x2 +11X+6

23. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai si al doilea pentru functia:
a) f(xy)=x?sin?y
z
by f(x,y,z)=y* , x,y>0
¢) f(xy,z)=e¥sinz.

24. Determinati cate o primitiva, in fiecare dintre cazurile:

b) j1+smxexdx
1+ cos X

a)

¢) [In(l+tgx)dx

2
d) f 4x° —7x+ 25 dx

x3 —6x2 +3x +10

e) .[x“(l—xz)z dx

_[— sm[ j exdx

2

f

p—

X
_[ ——dx
(xcos x —sin x)
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X2—x+1(, 1
0 [l o
, Y1+ 4x
" IT R

26. Scrieti primii sapte termeni din dezvoltarea in serie de puteri a functiei

dx.

1 1+x
f(x)_zlnm, xe(-11).

27.Fie F:D > %3, D<[0,0)x%R?,
Flp.0.2)=((p.0.2) f2(p.0.2) f3(p.0.2) = (pcos g, psing, 2).

D(fy, 2, fs)_

Calculati determinantul functional (jacobianul) al functiilor f;, fp, f3,adica 5 ( )
P, Z

28. Calculati suma seriei:

3y n2!3“ —2“)

n>1 6"
2n+3
by 3 “N*tS
) nél n(n+1)\n+2)

c) ¥ Inf1+ 2 )}

o1 n(n+3

d) Zln(1+

n>1

S|

2n+1
e) Z—2n+ 5
n>1n“(n+1)

29. Sa se determine raza de convergentd pentru urmatoarele serii de puteri:

Xn

n>12" +3"

1 n2+n
b) Z(1+—j x"

n>1 n

a)

2
c) ann n.yn
n=1
d) Z(—l)nzn;lx”.

n>1 n“+n+1
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