
Cursul 7. Vectori şi valori proprii
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Scopuri:

1) Polinomul caracteristic al unui endomorfism

2) Determinarea  valorilor proprii şi vectorilor proprii pentru un endomorfism

3) Algoritmul de diagonalizare a unui endomorfism; exemplu
Problemele de valori proprii au o deosebită importanţă în multe ramuri ale fizicii. Ele fac posibilă găsirea unor sisteme de coordonate, în care transformările iau formele cele mai simple. 

De exemplu, în mecanică momentele principale ale unui corp solid se găsesc cu ajutorul valorilor proprii ale unei matrice simetrice reprezentând vectorul tensorial. Situaţia este similară în mecanica mediului continuu, unde rotaţiile şi deformările unui corp în direcţiile principale se găsesc cu ajutorul valorilor proprii ale unei matrice simetrice. Valorile proprii au o importanţă centrală în mecanica cuantică, unde valorile măsurate ale mărimilor fizice observabile apar ca valori proprii ale unor operatori. De asemenea, valorile proprii sunt utile în studiul ecuaţiilor diferenţiale şi al sistemelor dinamice continue, care apar în domenii precum fizica şi chimia.

Definiţia 1. Fie 
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Definiţia 2. Vectorul 
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Observaţie.  Dacă 
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Considerăm expresiile vectorilor 
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Fie 
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 matricea asociată aplicaţiei liniare 
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Fie 
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Relaţia (1) devine
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Deoarece 
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 este aplicaţie liniară, din (3) rezultă 
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Dacă în (4) ţinem seama de relaţiile (2) obţinem
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Din (5) obţinem
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adică un sistem liniar şi omogen în necunoscutele 
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Scalarul 
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 este valoare proprie a lui 
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 dacă şi numai dacă sistemul (6) admite soluţii nebanale, adică dacă există un sistem de scalari 
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Acest lucru se realizează dacă şi numai dacă 
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 fiind matricea unitate de ordin 
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În concluzie, 
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 este valoare proprie a lui 
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 dacă şi numai dacă este o rădăcină în 
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 a ecuaţiei (7).

Notăm 
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Observaţie. Polinomul 
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Definiţia 3. Polinomul în nedeterminata 
[image: image53.wmf]l

, 
[image: image54.wmf](

)

n

T

P

I

~

l

-

=

l

B

 de gradul 
[image: image55.wmf]n

 se numeşte polinomul caracteristic asociat endomorfismului  
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Definiţia 4. Ecuaţia  
[image: image57.wmf](

)

0

=

l

P

 se numeşte ecuaţia caracteristică asociată endomorfismului 
[image: image58.wmf]T

.
Exemplul 1. Fie 
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 un endomorfism al lui 
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a lui 
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Observăm că
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Deoarece 
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Ţinând seama că 
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 este aplicaţie liniară din (8) obţinem
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Similar, deoarece 
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Ţinând seama că 
[image: image76.wmf]T

 este aplicaţie liniară din (10) obţinem
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Analog, deoarece 
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Ţinând seama că 
[image: image80.wmf]T

 este aplicaţie liniară din (12) obţinem
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În vederea determinării expresiei lui 
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 vom rezolva sistemul de ecuaţii, care rezultă din relaţiile (9), (11) şi (13) adică:
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Adunând primele două ecuaţii deducem: 
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Adunând ultimele două ecuaţii deducem:
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Din (15) rezultă 
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Din (16) rezultă 
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Înlocuind (17) şi (18) în prima ecuaţie a sistemului (14) obţinem
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Observaţie. Scalarul 
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 este valoare proprie a lui 
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 dacă şi numai dacă 
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 este rădăcină a ecuaţiei caracteristice.
Definiţia 5. Mulţimea rădăcinilor ecuaţiei caracteristice asociate unui endomorfism 
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 se numeşte spectrul endomorfismului 
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 este un endomorfism cu spectru simplu.

Teorema 1 (Hamilton- Cayley).  Fie 
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 un spaţiu vectorial peste corpul 
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Exemplul 2. Să se calculeze 
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 este matricea
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Polinomul caracteristic asociat matricei 
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 este 
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Utilizând teorema lui Hamilton- Cayley obţinem 
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Pentru  a determina valorile proprii asociate unui endomorfism se procedează astfel:
· se scrie ecuaţia caracteristică;
· se rezolvă ecuaţia caracteristică;
· se obţin valorile proprii ale endomorfismului ca fiind rădăcinile ecuaţiei caracteristice.
Pentru a determina vectorii proprii corespunzători unei valori proprii 
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· se determină subspaţiul vectorial 
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· toţi vectorii nenuli din subspaţiu vectorial sunt vectori proprii pentru valoarea proprie asociată 
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Definiţia 7. Prin multiplicitatea algebrică a valorii proprii 
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Definiţia 8. Fie 
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Teorema 2. Fie 
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7. construirea matricei de trecere de la baza 
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8. verificarea corectitudinii calculelor testând relaţia
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Exemplul 3. Pe spaţiul vectorial al matricelor de ordin 
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b) Să se determine valorile proprii şi subspaţiile proprii corespunzătoare.
c) Să se determine o bază 
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Matricea asociată lui 
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Rădăcinile ecuaţiei caracteristice 
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