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Scopuri:

1) Rezolvarea sistemelor triunghiulare

2) Metoda eliminării a lui Gauss pentru rezolvarea sistemelor liniare

3) Descompunerea unei matrice într-un produs de două matrice triunghiulare
4) Metoda lui Cholesky

1. Rezolvarea sistemelor triunghiulare

Multe probleme practice din diverse domenii cum ar fi: ingineria, fizica, chimia, economia, biologia, ştiinţele sociale, afacerile pot fi reduse la rezolvarea unui sistem de ecuaţii liniare.

Aplicaţie. Găsiţi curenţii din circuitul următor.
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Aplicând legile lui Kirchhoff şi legea lui Ohm obţinem sistemul
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ale cărui necunoscute sunt 
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Necesitatea utilizării metodelor numerice în algebra liniară se datorează faptului că pentru rezolvarea sistemelor mari de ecuaţii, regula lui Crammer nu mai poate fi aplicată. 

Definiţia 1. O matrice pătrată cu toate elementele de sub diagonala principală nule se numeşte matrice superior triunghiulară; adică o matrice de forma
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Definiţia 2. O matrice pătrată cu toate elementele de deasupra diagonalei principale nule se numeşte matrice inferior triunghiulară; adică o matrice de forma
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Pentru matrici triunghiulare condiţia de nesingularitate este
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Considerăm sistemul superior triunghiular
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Soluţia sistemului se determină cu ajutorul relaţiilor
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Considerăm sistemul inferior triunghiular
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Soluţia sistemului se determină cu ajutorul relaţiilor
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2. Metoda eliminării a lui Gauss pentru rezolvarea sistemelor liniare

Fie sistemul de ecuaţii liniare:

[image: image12.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

K

M

K

K

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

 (1),

care poate fi scris sub forma matriceală
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Dacă matricea 
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 este inversabilă, atunci sistemul admite soluţia unică  
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Relaţia (2) nu constituie o metodă practică de rezolvare a sistemului (1), deoarece inversarea unei matrice este o problemă complicată.

Metoda eliminării a lui Gauss permite aducerea sistemului (1) la un sistem echivalent de formă triunghiulară, care poate fi rezolvat cu uşurinţă.
Teorema 1. Fie 
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Atunci există o matrice nesingulară inferior triunghiulară 
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Matricea 
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 se alege ca un produs de matrici elementare
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Înmulţirea la stânga a matricei 
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se poate exprima printr-un  şir de transformări elementare:
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fiecare transformare anulând termenii subdiagonali din coloana 
[image: image32.wmf]r

 ai matricei 
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Avem
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Dacă 
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 se numeşte pivot) putem considera matricea Frobenius
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Matricea 
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 se transformă în matricea 
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· elementele situate în liniile şi coloanele 
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 se transformă după regula dreptunghiului:

Din produsul de pe diagonala pivotului se scade produsul de pe cealaltă diagonală, iar rezultatul se împarte la pivot.
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Fig. 1. Ilustrarea regulii dreptunghiului.

Astfel
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Observaţie.  

În final se obţine matricea superior triunghiulară
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Dacă notăm 
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Observaţie. Procedura de triangularizare eşuează dacă pivotul este foarte mic, adică 
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Exemplul 1. Să se rezolve sistemul următor folosind metoda eliminării a lui Gauss:
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Avem
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Rezultă sistemul
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3. Descompunerea unei matrice într-un produs de două matrice triunghiulare
Definiţia 3. O descompunere a unei matrice 
[image: image118.wmf]A

 de forma 

[image: image119.wmf]R

L

A

×

=

,
unde 
[image: image120.wmf]L

 este o matrice inferior triunghiulară iar 
[image: image121.wmf]R

 este o matrice superior triunghiulară se numeşte factorizare 
[image: image122.wmf]LR

 a matricei 
[image: image123.wmf]A

.
Teorema 2. Fie 
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adică rezolvarea sistemului (1) se reduce la rezolvarea a două sisteme triunghiulare din (4)  şi (5) dacă se cunoaşte factorizarea (6). 
Aceasta poate fi obţinută astfel:
1. matricea 
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 se calculează în cursul procesului de eliminare gaussiană
2. matricea 
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 se calculează pe baza relaţiei 
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Propoziţia 1. Orice matrice Frobenius este inversabilă şi inversa este
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Exemplul 2. Să se factorizeze 
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Folosind exemplul anterior obţinem
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Sunt cunoscute două tipuri de factorizări:
1) factorizarea lui Doolittle
În această factorizare, elementele diagonale ale matricei 
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 se iau egale cu unitatea, adică
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2) factorizarea lui Crout
În această factorizare, elementele diagonale ale matricei 
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Exemplul 3. Să se rezolve sistemul următor folosind factorizarea LR (Doolitle):
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Etapa 1. Se realizeaza factorizarea Doolitle a matricei 
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Etapa 2. Se rezolva sistemul 
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Etapa 3. Se rezolva sistemul 
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4. Metoda lui Cholesky

Definiţia 3. O matrice pătrată 
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Definiţia 4. O matrice pătrată 
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 simetrică este pozitiv definită dacă şi numai dacă 
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În cazul  unui sistem cu matrice simetrică şi pozitiv definită, factorizarea 
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 are forma particulară
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în care 
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 este o matrice superior triunghiulară.

Descompunerea din (7) se numeşte factorizare Cholesky.
Deoarece
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 se vor calcula conform formulelor
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Observaţie. Toate elementele de pe diagonala principală a lui 
[image: image219.wmf]R

 sunt pozitive.
Rezolvarea sistemului 
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 este simetrică şi pozitiv definită revine la rezolvarea a două sisteme triunghiulare
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Exemplul 4. Să se determine descompunerea Cholesky a matricei:
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Vom determina elementele matricei 
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Folosind formulele (8) obţinem: 
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Rezultă 
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Se verifică că 
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