Cursul 5. Aplicaţii liniare şi matrice- partea I
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Scopuri:

1) Aplicaţii liniare: exemple, operaţii, nucleu, imagine
2) Matricea asociată unei aplicaţii liniare

3) Matricea ca aplicaţie liniară
4) Schimbarea matricei asociate la schimbarea bazei

Aplicaţiile liniare trebuie să fie studiate datorită faptului că sunt compatibile cu operaţiile definite într-un spaţiu vectorial şi fac posibil transferul unor situaţii algebrice sau al unor probleme dintr-un spaţiu în altul.

Operaţiile cu matrice reflectă evident asemănarea acestora cu operaţiile cu aplicaţii liniare; deci matricele pot fi folosite pentru descrierea numerică a aplicaţiilor liniare. 

Reprezentarea aplicaţiilor liniare prin matrice este analoagă  reprezentării vectorilor prin n-upluri în raport cu o bază.

Există legătură între ecuaţiile date prin aplicaţii liniare şi sisteme de ecuaţii liniare.

Definiţia 1. Fie 
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 se numeşte aplicaţie liniară dacă sunt îndeplinite următoarele condiţii:
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 este omogenă.

Cele două proprietăţi ale aplicaţiei liniare pot fi formulate într-una singură.

Propoziţia 1. Aplicaţia 
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Exemple de aplicaţii liniare
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Vom nota cu 
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 mulţimea tuturor aplicaţiilor liniare definite pe 
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Definiţia 2. Se numeşte endomorfism al spaţiului vectorial 
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Notăm cu 
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Definiţia 3. Fie 
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a) Mulţimea 
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se numeşte nucleul aplicaţiei liniare 
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b) Mulţimea 
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se numeşte imaginea aplicaţiei liniare 
[image: image38.wmf]T

.

Definiţia 5. O aplicaţie liniară 
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1) injectivă dacă şi numai dacă 
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2) surjectivă dacă şi numai dacă 
[image: image41.wmf]V

T

=

Im

.
Propoziţia 2. Fie 
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 o aplicaţie liniară bijectivă. Dacă 
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Teorema 1. Fie aplicaţia liniară 
[image: image47.wmf]n

n

V

U

T

®

:

 între spaţii vectoriale de aceeaşi dimensiune. Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:
i) 
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 este injectivă; ii) 
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 este surjectivă; iii) 
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 este bijectivă.
Definiţia 6. Fie 
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Definiţia 7. Fie 
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Definiţia 8. Compunerea a două aplicaţii se numeşte produs (înmulţire) şi se defineşte precum în cazul funcţiilor.

Observaţie.  Compunerea nu este comutativă dar este asociativă.

Propoziţia 3. Dacă 
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[image: image62.wmf]W

U

T

S

®

:

o

, 
[image: image63.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

U

x

x

T

S

x

T

S

Î

"

=

,

o


este liniară.
Definiţia 9. Puterile naturale ale unui endomorfism 
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 Definiţia 10. Fie 
[image: image66.wmf](

)

V

U

T

,

L

Î

 o aplicaţie liniară bijectivă (deci inversabilă). Inversa sa,  
[image: image67.wmf](

)

U

V

T

,

L

1

Î

-

 este tot o aplicaţie liniară.
Teorema 3. Mulţimea 
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 în raport cu adunarea aplicaţiilor liniare şi cu produsul dintre un scalar şi o aplicaţie liniară. 
Definiţia 11. Fie 
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 un spaţiu vectorial peste corpul 
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 de dimensiune 
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 a lui 
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 se numeşte subspaţiu vectorial al lui 
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 dacă sunt îndeplinite următoarele condiţii:
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Propoziţia 4. Fie 
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 un spaţiu vectorial peste corpul 
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 de dimensiune 
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 a lui 
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 se numeşte subspaţiu vectorial al lui 
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 dacă şi numai dacă
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Propoziţia 5. Fie 
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 un spaţiu vectorial peste corpul 
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 de dimensiune finită 
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Propoziţia 6. Fie 
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 un spaţiu vectorial peste corpul 
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 de dimensiune finită 
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Propoziţia 7. Mulţimea soluţiilor unui sistem liniar şi omogen cu 
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Teorema 4. Fie 
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Propoziţia 8. Dacă 
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 este un subspaţiu vectorial al lui 
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5) Fiind daţi vectorii 
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Teorema 5. Fie 
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Definiţia 12. Fie 
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a) Dimensiunea nucleului lui 
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b) Dimensiunea imaginii lui 
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Considerăm expresiile vectorilor 
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Notăm cu
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matricea de tipul 
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Definiţia 13. Matricea 
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Exemplul 1. Fie 
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a) Să se arate că 
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 este aplicaţie liniară.

b) Să se scrie matricea asociată lui 
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 în raport cu bazele canonice ale celor două spaţii 
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d) Este 
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 surjectivă?

Rezolvare
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 este aplicaţie liniară 
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Vom avea


[image: image170.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

y

f

x

f

y

y

y

y

y

x

x

x

x

x

y

y

y

y

y

x

x

x

x

x

y

y

x

x

y

y

y

x

x

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

f

y

x

f

b

a

b

a

b

b

a

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

+

=

+

-

+

+

+

-

+

=

=

+

-

+

+

+

-

+

=

=

+

+

+

-

+

+

-

+

=

=

+

+

+

+

-

+

+

+

=

=

+

+

+

=

+

3

2

3

2

1

3

2

3

2

1

3

2

3

2

1

3

2

3

2

1

3

2

3

2

3

2

1

3

2

1

3

3

2

2

3

3

2

2

1

1

3

3

2

2

1

1

7

,

2

7

,

2

7

,

2

7

,

2

7

7

,

2

2

7

,

2

,

,


b) Deoarece

[image: image171.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

1

,

0

,

0

,

0

,

1

,

0

,

0

,

0

,

1

3

2

1

1

=

=

=

=

B

e

e

e

 bază în 
[image: image172.wmf]3

Â

,


[image: image173.wmf](

)

(

)

{

}

1

,

0

,

0

,

1

2

1

2

=

=

=

B

f

f

 bază în 
[image: image174.wmf]2

Â


rezultă


[image: image175.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

7

1

7

,

1

1

,

0

,

0

1

1

1

,

1

0

,

1

,

0

0

2

0

,

2

0

,

0

,

1

2

1

3

2

1

2

2

1

1

f

f

f

e

f

f

f

f

e

f

f

f

f

e

f

×

+

×

-

=

-

=

=

×

+

×

=

=

=

×

+

×

=

=

=


Vom obţine


[image: image176.wmf](

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

B

B

7

1

0

1

1

2

~

2

,

1

f

.

c) Avem


[image: image177.wmf](

)

{

}

2

3

0

|

Ker

Â

=

Â

Î

=

x

f

x

f


Fie 


[image: image178.wmf](

)

(

)

(

)

î

í

ì

=

+

=

-

+

Û

=

+

-

+

Û

=

Â

Î

Â

0

7

0

2

0

,

0

7

,

2

0

;

3

2

3

2

1

3

2

3

2

1

2

3

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

f

x


Nucleul lui 
[image: image179.wmf]f

 este mulţimea soluţiilor sistemului 

[image: image180.wmf]3

1

3

1

3

2

3

2

1

4

8

2

7

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

=

Þ

=

Þ

î

í

ì

-

=

=

+



[image: image181.wmf](

)

Â

Î

-

=

Û

Î

3

3

3

3

,

,

7

,

4

Ker

x

x

x

x

x

f

x

.

Deoarece, conform cu propoziţia 7 

[image: image182.wmf]1

2

3

Ker

dim

=

-

=

-

=

r

n

f

,

ţinând seama că (vezi teorema 5)


[image: image183.wmf]f

f

m

I

dim

Ker

dim

dim

3

+

=

Â


obţinem


[image: image184.wmf]2

Im

dim

=

f

.

d) Ştim că 

[image: image185.wmf]2

Im

Â

Í

f

,

adică  
[image: image186.wmf]f

Im

 este subspaţiu vectorial al lui 
[image: image187.wmf]2

Â

 (vezi teorema 4).
Deoarece


[image: image188.wmf]Þ

Â

=

Þ

ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

=

Â

=

Â

Í

2

2

2

Im

2

dim

2

Im

dim

Im

f

f

f

 
[image: image189.wmf]f

 este surjectivă.

Exemplul 2. Se consideră aplicaţia liniară 
[image: image190.wmf](

)

(

)

Â

M

®

Â

M

2

2

:

T

, definită prin


[image: image191.wmf](

)

(

)

(

)

Â

M

Î

"

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

2

,

1

1

0

1

1

0

2

1

A

A

A

T

.

Construiţi matricea aplicaţiei liniare 
[image: image192.wmf]T

 în baza canonică a spaţiului respectiv.

Ştim că 


[image: image193.wmf]{

}

þ

ý

ü

î

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

1

0

0

0

,

0

1

0

0

,

0

0

1

0

,

0

0

0

1

,

,

,

22

21

12

11

E

E

E

E

B


este bază canonică în 
[image: image194.wmf](

)

Â

M

2

.


Calculăm


[image: image195.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

22

21

12

11

22

21

11

21

12

11

12

11

11

2

2

1

1

2

2

1

1

0

1

1

0

2

0

1

1

0

1

1

0

0

0

1

0

2

1

2

0

1

0

2

1

1

0

1

0

1

0

2

1

1

0

1

0

1

0

0

1

0

2

1

0

0

1

1

1

1

0

1

0

0

1

0

1

1

0

1

0

0

1

0

1

0

2

1

0

0

0

1

1

1

0

1

0

0

0

1

1

1

0

1

0

0

0

1

1

0

2

1

E

E

E

E

E

T

E

E

E

T

E

E

E

T

E

E

T

+

+

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

+

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=


Rezultă

[image: image196.wmf](

)

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

1

0

0

0

1

1

0

0

2

0

1

0

2

2

1

1

~

B

T

.

Ne propunem să definim operaţiile cu matrice, pornind de la operaţiile corespunzătoare cu aplicaţii liniare. 
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3) Înmulţirea unei matrice cu un scalar
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Scriem (6) ca
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Din (7) şi (8)  rezultă
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Definiţia 17. Produsul dintre matricele 
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Observaţie. Produsul 
[image: image286.wmf]A

B

×

 este definit dacă şi numai dacă numărul coloanelor lui 
[image: image287.wmf]B

 este egal cu numărul liniilor lui 
[image: image288.wmf]A

.

Propoziţia 9. Dacă 
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Observaţie. În general, produsul a două matrice nu este comutativ.

5) Inversa unei matrice

Definiţia 18. Matricea  
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6) Rangul unei matrice

Teorema 5. Fie
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Propoziţia 10. O matrice pătratică este inversabilă dacă şi numai dacă este nesingulară.

Fie 
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Vom avea


[image: image314.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

2

2

1

1

1

2

2

1

1

1

1

1

1

1

m

m

n

n

n

n

m

m

n

n

f

f

f

x

f

f

f

x

e

T

x

e

T

x

x

T

a

a

a

a

a

a

+

+

+

+

+

+

+

+

=

=

+

+

=

K

K

K

K


adică

[image: image315.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

m

m

n

n

m

n

n

f

x

x

f

x

x

x

T

a

+

+

a

+

+

a

+

+

a

=

K

K

K

1

1

1

1

1

1

1

 (9).
Deoarece  
[image: image316.wmf](

)

V

x

T

Î

 rezultă

[image: image317.wmf](

)

(

)

(

)

m

m

f

y

f

y

x

T

+

+

=

K

1

1

 (10).  
Din (9) şi (10) se deduce
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Conform cu (11) avem
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Ştim că 
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Egalând  (11) şi (14) rezultă
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Înlocuind (13) în (15) rezultă
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Dacă în relaţia (16)  înmulţim în ambii membri la stânga cu inversa lui 
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, obţinem
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Din (12) şi (17) rezultă
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Formula (18) constituie formula de schimbare a matricei asociată unei aplicaţii liniare când se schimbă bazele în cele două spaţii vectoriale 
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Exemplul 3. Fie 
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Să se afle matricea sumei celor două endomorfisme 
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baza canonică a spaţiului 
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