Cursul 4. Spaţii vectoriale 
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Scopuri:

1) Introducerea noţiunii de spaţiu vectorial; exemple de spaţii vectoriale
2) Definirea bazei unui spaţiu vectorial şi a dimensiunii sale
3) Prezentarea matricei de trecere de la o bază la alta şi a formulelor de schimbare a coordonatelor unui vector când se schimbă baza spaţiului
4) Aplicatii
Algebra liniară poate fi privită ca teoria spaţiilor vectoriale, deoarece un spaţiu vectorial este o mulţime de obiecte sau de elemente, ce pot fi adunate între ele şi înmulţite cu numere (rezultatul rămânând un element al mulţimii), în aşa fel încât regulile obişnuite de calcul să rămână valabile.

Un exemplu de spaţiu vectorial îl constituie spaţiul vectorilor geometrici (liberi), care joacă un rol central în fizică şi tehnologie şi ilustrează importanţa spaţiilor vectoriale şi a întregii algebre liniare pentru aplicaţiile practice. 

Fie 
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 un corp comutativ şi 
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 o mulţime nevidă. Elementele lui 
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 se numesc scalari şi le vom nota cu litere greceşti, iar elementele lui 
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 se numesc vectori şi le vom nota cu litere latine, cu bară deasupra.
Definiţia 1. Mulţimea  
[image: image5.wmf]V

 se numeşte spaţiu vectorial peste corpul 
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 dacă sunt definite:

1. o operaţie algebrică internă, notată aditiv “+”, 
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 este grup comutativ;
2. o operaţie algebrică externă, notată multiplicativ “
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, numită înmulţirea cu scalari, care satisface axiomele:
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Dacă 
[image: image19.wmf]K

 este corpul numerelor reale, atunci 
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 se numeşte spaţiu vectorial real.
Dacă 
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 este corpul numerelor complexe, atunci 
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 se numeşte spaţiu vectorial complex.

Exemple de spaţii vectoriale
1) Spaţiul vectorial aritmetic real cu 
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 este mulţimea sistemelor ordonate formate cu câte 
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2) Spaţiul vectorial al polinoamelor în nedeterminata 
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3) Spaţiul vectorial 
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Vom arăta că mulţimea matricelor de numere reale cu 
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 linii şi 
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 coloane formează, faţă de adunarea matricelor şi înmulţirea acestora cu scalari din 
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 un spaţiu vectorial pe 
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Etapa I. Se demonstrează că 
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 este parte stabilă în raport cu adunarea matricelor (adunarea este bine definită). Întrucât sunt uşor de verificat axiomele privind 

· asociativitatea: 
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· existenţa elementului neutru: 
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· faptul că orice element este simetrizabil 
[image: image63.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

X

A

O

A

A

A

A

n

R

,

Î

"

=

+

-

=

-

+


rezultă că 
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Deoarece adunarea matricelor este comutativă (
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Etapa II. Verificăm axiomele a), b), c), d) pe care trebuie să le satisfacă înmulţirea cu scalari.
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5) Spaţiul vectorial 
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Dacă 
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6) Spaţiul vectorilor geometrici (liberi), notat cu 
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Teorema 1. Dacă 
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 este un spaţiu vectorial real atunci au loc următoarele afirmaţii:
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Definiţia 2. Un sistem de vectori 
[image: image103.wmf]{

}

m

x

x

,

,

1

K

 din spaţiul vectorial 
[image: image104.wmf]V

 peste 
[image: image105.wmf]K

 este liniar dependent dacă există scalarii 
[image: image106.wmf](

)

m

i

K

i

,

1

,

=

Î

a

, 
[image: image107.wmf](

)

0

i

¹

a

 astfel încât


[image: image108.wmf](

)

(

)

0

1

1

=

a

+

+

a

m

m

x

x

K

 (1).

Dacă relaţia (1) are loc numai dacă 
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Definiţia 3. Fie 
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 un spaţiu vectorial peste corpul 
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Definiţia 4. Fie  
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 un spaţiu vectorial peste corpul 
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Definiţia 5. Fie  
[image: image127.wmf]V

 un spaţiu vectorial peste corpul 
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 este liniar independent;

b2) 
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 este sistem de generatori pentru 
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Exemplul 1. 
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Considerăm combinaţia liniară nulă a matricelor din 
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Definiţia 6. Numărul vectorilor dintr-o bază a spaţiului vectorial [image: image149.wmf]V

 se numeşte dimensiunea lui 
[image: image150.wmf]V

 (peste 
[image: image151.wmf]K

) şi se notează 
[image: image152.wmf]V

dim

 sau [image: image153.wmf]V

K

dim

. 


Exemplul 2. 
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Observaţie. Două baze oarecare în 
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 au acelaşi număr de vectori.

Propoziţia 1. Fie 
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 este un spaţiu vectorial de dimensiune 
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Observaţie. Scrierea unui vector într-o bază este unică.
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Scriind pe coloane coeficienţii acestor combinaţii liniare obţinem matricea
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Observaţie.  Matricea 
[image: image200.wmf](

)

2

1

,

B

B

M

 este întotdeauna nesingulară datorită liniar independenţei vectorilor dintr-o bază.
Înlocuind (7) în (6) obţinem
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Datorită unicităţii scrierii unui vector într-o bază, din (5) şi (8) rezultă
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Formulele (9) constituie formulele de schimbare a coordonatelor unui vector când se schimbă baza spaţiului.


Relaţiile (9)  pot fi scrise sub formă matriceală astfel:
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Exemplul 2.  În spaţiu vectorial aritmetic 
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 este suficient să arătăm că vectorii sunt liniar independenţi.

Fie o combinaţie liniară nulă 
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Se obţine sistemul:
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rezultă sistemul sistemul are soluţia unică 
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Rezultă că vectorii sunt liniar independenţi.

b) Fie 
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Se obţine sistemul:
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c) Similar se demonstrează şi că 
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Din (10) deducem
	
[image: image240.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

,

3

,

0

2

,

1

,

1

2

,

1

,

2

1

,

1

,

0

3

1

2

1

1

1

a

+

-

a

+

-

a

=

-


	(13)


Din (13) rezultă sistemul
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ce are soluţia 
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Din (14) rezultă sistemul
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Din (15) rezultă sistemul
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Exemplul 3.  În spaţiu vectorial 
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Rezolvare. 
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Se obţine sistemul
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Similar se demonstrează şi că 
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b) Folosind (*) avem
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Pe baza formulelor din (7) obţinem
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Din (16) deducem
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Din (20) rezultă sistemul
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În final se obţine
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c) Fie 
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Înlocuind aceste relaţii în (**) vom avea
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