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Scopuri:

1) Tipuri de ecuaţii (ecuaţiile dreptei determinată de: un punct şi un vector liber nenul, două puncte distincte, intersecţia a două plane; ecuaţiile planului determinat de: un punct şi un vector nenul normal la plan, un punct şi doi vectori necoliniari, trei puncte necoliniare, o dreaptă şi un punct nesituat pe dreaptă, două drepte concurente, două drepte paralele),
2) Fascicule de plane
3) Distanţe în 
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 (distanţa de la un punct la o dreaptă, distanţa de la un punct la un plan, distanţa dintre două drepte), 
4) Unghiuri în 
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 (unghiul dintre două drepte, unghiul dintre două plane, unghiul dintre o dreaptă şi un plan).
Un vector este o translaţie a spaţiului cu trei dimensiuni; din acest motiv trebuie studiate elementele de bază ale geometriei euclidiene cu trei dimensiuni: punctele, dreptele şi planele.

Fie 
[image: image4.wmf]{

}

k

j

i

O

,

;

=

Â

 un reper cartezian. Pentru 
[image: image5.wmf]3

E

Î

M

, coordonatele punctului 
[image: image6.wmf]M

 sunt coordonatele vectorului de poziţie 
[image: image7.wmf]OM

. Dacă [image: image8.wmf]k

z

j

y

i

x

OM

+

+

=

 atunci 
[image: image9.wmf](

)

z

y

x

M

,

,

.
1. Ecuaţiile dreptei în 
[image: image10.wmf]3

E


O dreaptă în 
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 poate fi determinată de:

1) un punct şi un vector liber nenul;

2) două puncte distincte
3) intersecţia a două plane.
1.1. Dreapta determinată de un punct şi un vector nenul
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. Ne propunem să găsim ecuaţia dreptei determinată de punctul 
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 şi reprezentată în figura 1. 
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Fig 1. Dreapta determinată de un punct şi un vector nenul.
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Din (1)  şi (2) rezultă ecuaţia vectorială a dreptei 
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 se numeşte vector director al dreptei.
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Ţinând seama de relaţia (2) rezultă 
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obţinem ecuaţia parametrică vectorială a dreptei 
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Ecuaţia (3)  poate fi scrisă sub forma
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deducem ecuaţiile parametrice ale dreptei 
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Dacă în relaţia (4) eliminăm parametrul 
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[image: image47.wmf]d

:


[image: image48.wmf]c

z

z

b

y

y

a

x

x

0

0

0

-

=

-

=

-

 (5).
În relaţia (5) se face următoarea convenţie: dacă unul dintre numitori este 
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1.2. Dreapta determinată de două puncte distincte
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Vrem să determinăm ecuaţia dreptei determinată de punctele 
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Fig 2. Dreapta determinată de două puncte distincte.
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Considerăm dreapta ca fiind determinată de 
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rezultă că ecuaţia vectorială a dreptei 
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Deoarece conform propoziţiei 1 din cursul 2 
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adică ecuaţia parametrică vectorială este de forma:
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ecuaţiile parametrice sunt:
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2. Planul în 
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În 
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 un plan poate fi determinat astfel:

1) un punct şi un vector nenul normal la plan,
2) un punct şi doi vectori necoliniari,

3) trei puncte necoliniare,

4) o dreaptă şi un punct nesituat pe dreaptă,

5) două drepte concurente,

6) două drepte paralele.

2.1. Planul determinat de un punct şi un vector normal la plan
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Fig 3. Planul determinat de un punct şi un vector normal la plan.

Dreapta 
[image: image83.wmf]d

 care trece prin  
[image: image84.wmf]0

M

 şi are direcţia vectorului 
[image: image85.wmf]n

 se numeşte normala la plan prin 
[image: image86.wmf]0

M

; vectorul 
[image: image87.wmf]n

 este vector normal al planului.
Ne propunem să determinăm ecuaţia planului determinat de punctul 
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 EMBED Equation.3  [image: image93.wmf]M

M

0

 şi 
[image: image94.wmf]n

 sunt ortogonali. 
Notăm 
[image: image95.wmf]k

z

j

y

i

x

OM

r

+

+

=

=

.
Deoarece 
[image: image96.wmf]n

 este perpendicular pe 
[image: image97.wmf]M

M

0

 rezultă


[image: image98.wmf]0

0

=

×

n

M

M

, 

adică


[image: image99.wmf](

)

0

0

=

×

-

n

r

r

;
de aici deducem ecuaţia normală a planului 
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Scriind relaţia (6) sub forma
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obţinem ecuaţia carteziană a planului 
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Dacă notăm 
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2.2. Planul determinat de un punct şi doi vectori necoliniari
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Fig. 4. Planul determinat de un punct şi doi vectori necoliniari.

Vrem să determinăm ecuaţia planului determinat de punctul 
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b) folosind propoziţia 7,  din cursul 2 
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Scriind relaţia (8) sub forma
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deducem ecuaţia parametrică vectorială a planului 
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şi apoi ecuaţiile parametrice ale planului  
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Din relaţia (9) obţinem ecuaţia vectorială a planului 
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astfel din relaţia (9) deducem ecuaţia carteziană a planului 
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2.3 Planul determinat de trei puncte necoliniare
Fie 
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Ne propunem să obţinem ecuaţia planului determinat de aceste puncte, ce este reprezentat în figura 5 şi pe care-l notăm 
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Fig. 5. Planul determinat de trei puncte necoliniare.

Observăm că 
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Un punct 
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obţinem următoarea ecuaţie carteziană a planului 
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2.4. Planul determinat de o dreaptă şi un punct nesituat pe dreaptă
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Fig. 6. Planul determinat de o dreaptă şi un punct nesituat pe dreaptă.
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Fig. 7. Planul determinat de două drepte concurente.
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Fig. 8. Planul determinat de două drepte paralele.
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Fig. 9. Dreapta determinată de intersecţia a două plane.
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Fig.10 Fascicul de plane
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Fig. 11. Distanţa de la un punct la o dreaptă
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4.2. Distanţa de la un punct la un plan
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Fig. 12. Distanţa de la un punct un plan
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Înlocuind (16) în (17) vom deduce formula distanţei de la un punct la un plan:
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b) Distanţa de la punctul punctul 
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[image: image359.wmf](

)

a

AM

a

A

M

AM

A

M

d

A

´

=

¢

´

¢

=

,

r

.


[image: image360.emf] 

a

 

d

 

M

 

A



 

P

 

A

 


Fig 13. Distanţa de la un punct la o dreaptă
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4.3. Distanţa dintre două drepte
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Fig. 14. Distanţa dintre două drepte
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Fig. 15. Unghiul dintre două  drepte
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5.2. Unghiul dintre două  plane
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Fig. 16. Unghiul dintre două plane
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5.3. Unghiul dintre o dreaptă şi un plan
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Fig. 17. Unghiul dintre o  dreaptă şi un plan
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