
Cursul 12
Cuadrice
Scopuri:

1) Ecuaţia generală a unei cuadrice

2) Cuadrice pe ecuaţii canonice: sfera, conul, elipsoidul, hiperboloizi, paraboloizi
Definition 18. Considerăm funcţia 
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Se numeşte suprafaţă algebrică de ordinul al doilea sau cuadrică mulţimea 
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 a punctelor 
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 din spaţiu, ale căror coordonate în raport cu un reper cartezian ortonormat verifică ecuaţia generală
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Propoziţia 2. Cuadricei din (1) i se pot asocia patru invarianţi 
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Invariantul 
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 determină natura cuadricei. Astfel, dacă 

· 
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 cuadrica se numeşte  nedegenerată (sfera, elipsoidul, hiperboloizii şi paraboloizii)
· 
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 cuadrica se numeşte  degenerată (conul, cilindrii).

Ca şi în cazul conicelor, centrul de simetrie al unei cuadrice 
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]Û
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Teorema 2. Orice cuadrică are una din formele canonice:

1. 
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   (cilindru eliptic real);
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TABLOUL GENERAL DE DISCUŢIE A CUADRICEI

I) Dacă 
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 atunci pentru:

1. 
[image: image61.wmf]0

¹

d

, cuadrica are ecuaţia canonică 
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Dacă coeficienţii din (2) au semnele

a) 
[image: image69.wmf]+

+

+

+

 cuadrica este un elipsoid imaginar

b) 
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 cuadrica este un elipsoid real
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 cuadrica este un hiperboloid cu o pânză
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 cuadrica este un hiperboloid cu două pânze.

Dacă coeficienţii din (3) au semnele

a) 
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 cuadrica este un paraboloid eliptic

b) 
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 cuadrica este un paraboloid hiperbolic

II)   Dacă 
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2. 
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, cuadrica este cilindru sau pereche de plane.

Dacă coeficienţii din (4) au semnele

1. 
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 cuadrica este un con real

Exemplul 1. Să se determine natura următoarelor cuadrice:
a) 
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Rezolvare

a) Avem
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Indentificăm coeficienţii cuadricei:
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Vom obţine
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Întrucât 
[image: image86.wmf]0
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, cuadrica admite centru unic de simetrie; coordonatele centrului rezultă rezolvând sistemul
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Vom rezolva ecuaţia seculară
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obţinem soluţia
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Ecuaţia cuadricei va avea forma canonică
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b) Avem
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Invarianţii cuadricei vor fi
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Ecuaţia seculară
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Ecuaţia cuadricei va avea forma canonică


[image: image95.wmf]0

36

36

4

2

2

2

=

-

+

+

z

y

x


sau


[image: image96.wmf]0

1

9

36

2

2

2

=

-

+

+

z

y

x

,

adică este un elipsoid real.

Observaţie. Cuadricele puteau fi aduse la forma canonică, folosind metodele de aducere la forma canonică a unei forme pătratice.
Definiţia 2. Sfera este mulţimea punctelor din spaţiu egal depărtate de un punct fix, numit centrul sferei, distanţa de la centru la punctele sferei numindu-se raza sferei.
Vom raporta planul sferei la un reper cartezian ortonormat. Fie 
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 centrul sferei iar 
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 un punct oarecare al sferei (vezi fig. 1).
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Fig. 1. Sfera
Observatii. Sfera este o cuadrica de rotatie care se obtine prin rotirea unui cerc (semicerc) in jurul unui diametru al sau.

In tehnica pot fi intalnite obiecte de forma sferica, de exemplu rulmentii.

Din definiţia 2 rezultă că distanţa dintre 
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 şi 
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 este constantă şi egală cu raza 
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 a sferei
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Ridicând la pătrat obţinem ecuaţia carteziană implicită a sferei de centru 
[image: image105.wmf](
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Dacă desfacem pătratele în (5) obţinem ecuaţia carteziană generală a sferei
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Pentru a obtine ecuatiile parametrice ale unei sfere vom introduce notiunea de coordonate sferice.  
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Fig. 2. Coordonatele sfeice ale unui punct din spatiu

Relatiile dintre coordonatele carteziene 
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 din spatiu si coordonatele sale sferice 
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 constituie unghiul pe care-l face vectorul de pozitie al punctului 
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 cu axa 
[image: image119.wmf]z

O

,

· 
[image: image120.wmf]j

, 
[image: image121.wmf][

]

p

j

2

,

0

Î

 semnifica unghiul pe care-l face proiectia pe planul 
[image: image122.wmf](

)

xOy

 a vectorului  de pozitie al punctului 
[image: image123.wmf]M

cu axa 
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Observatie. Fiecarui triplet de coordonate sferice îi corespunde un punct, dar nu oricarui punct îi corespunde un triplet, precum in cazul cand 
[image: image125.wmf]M

 se afla pe 
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Daca efectuam o schimbare de reper ortonormat, astfel incat 
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 sa constituie orginea noului reper, atunci trecerea de la coordonatele 
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 în noul reper se realizează printr-o translaţie de vector 
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, caracterizată de ecuaţiile:
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Ecuaţiile parametrice ale sferei cu centrul 
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Example 1. Să scrie ecuaţia sferei cu centrul pe dreapta 
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Ecuaţiile parametrice ale dreptei 
[image: image141.wmf]d

 vor fi:


[image: image142.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

-

=

=

Þ

ï

î

ï

í

ì

=

+

-

=

-

=

.

2

1

2

1

t

z

t

y

t

x

t

z

t

y

t

x


Deoarece centru sferei este situate pe dreapta 
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Rezultă că centrul sferei este punctul
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Definiţia 3. Elipsoidul este mulţimea punctelor din spaţiu ale căror coordonate în raport cu un reper ortonormat verifică ecuaţia
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unde 
[image: image152.wmf]c

b

a

,

,

 sunt semiaxele elipsoidului.
Considerăm reperul ortonormat în care este dată ecuaţia elipsoidului.

Pentru a reprezenta grafic elipsoidul vom determina intersecţiile sale cu:

· axele de coordonate,

· planele de coordonate

· planele paralele cu planele de coordonate.
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Fig.3. Elipsoidul

Elipsoidul are: un centru unic de simetrie (originea), axe de simetrie (axele de coordonate), plane de simetrie (planele de coordonate).

Ecuaţiile parametrice ale elipsoidului sunt:
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Observatii. Sfera este un caz particular de elipsoid, obtinuta in cazul in care toate semiaxele elipsoidului sunt egale intre ele.
Daca doua semiaxe sunt egale, atunci se obtine un elipsoid de rotatie, care poate fi generat prin rotatia unei elipse in jurul unei axe. De exemplu, dacă a=b atunci elipsoidul este de rotaţie în jurul lui Oz.
Definiţia 4. Conul de ordinul doi este mulţimea punctelor din spaţiu ale căror coordonate în raport cu un reper ortonormat verifică ecuaţia
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Considerăm reperul ortonormat în care este dată ecuaţia conului.

Pentru a reprezenta grafic conul vom determina intersecţiile sale cu:

· axele de coordonate,

· planele de coordonate

· planele paralele cu planele de coordonate.
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 două drepte concurente în punctul 
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 două drepte concurente în punctul 
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Intersecţiile cu plane paralele cu planul 
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Intersecţiile cu plane paralele cu planul 
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 sunt elipse având ecuaţiile
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Conul are centru unic de simetrie.

Observatie. Dacă a=b atunci se obtine conul de rotaţie care poate fi generat prin rotatia unei cuadricei (care reprezinta doua drepte concurente)
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in jurul axei Oz.
Ecuaţiile parametrice ale conului de ordinul doi:
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Definiţia 5. Hiperboloidul cu o pânză este mulţimea punctelor din spaţiu ale căror coordonate în raport cu un reper ortonormat verifică ecuaţia
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Considerăm reperul ortonormat în care este dată ecuaţia hiperboloidului cu o pânză.

Pentru a reprezenta grafic hiperboloidul cu o pânză vom determina intersecţiile sale cu:

· axele de coordonate,

· planele de coordonate

· planele paralele cu planele de coordonate.


[image: image256.wmf]î

í

ì

=

=

0

0

:

z

y

Ox



 EMBED Equation.3  [image: image257.wmf]Þ


[image: image258.wmf]0

1

2

2

=

-

a

x


[image: image259.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image260.wmf]a

x

±

=



 EMBED Equation.3  [image: image261.wmf]Þ

 hiperboloidul cu o pânză intersectează 
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 hiperboloidul cu o pânză nu intersectează 
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Intersecţiile cu plane paralele cu planul 
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Rezultă că intersecţiile cu plane parale cu planul 
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Ecuaţiile parametrice ale hiperboloidului cu o pânză sunt:
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Hiperboloidul cu o pânză este este o cuadrică nemărginită şi are centru unic de simetrie.
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Observatie. Dacă a=b atunci hiperboloidul cu o panza este de rotaţie în jurul lui Oz, adica poate fi generat prin rotatia hiperbolei  
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Definiţia 6. Hiperboloidul cu două pânze este mulţimea punctelor din spaţiu ale căror coordonate în raport cu un reper ortonormat verifică ecuaţia
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Numărul pânzelor este dat de numărul pătratelor care au acelaşi semn cu termenul liber.

Considerăm reperul ortonormat în care este dată ecuaţia hiperboloidului cu două pânze.

Pentru a reprezenta grafic hiperboloidul cu două pânze vom determina intersecţiile sale cu:

· axele de coordonate,

· planele de coordonate

· planele paralele cu planele de coordonate.
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 hiperboloidul cu două pânze intersectează 
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Intersecţiile cu plane parale cu planul 
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Ecuaţiile parametrice ale hiperboloidului cu două pânze sunt:
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Hiperboloidul cu o două pânze este o cuadrică nemărginită şi are centru unic de simetrie.
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Observatie. Dacă a=b atunci hiperboloidul cu doua panze este de rotaţie în jurul lui Oz, adica poate fi generat prin rotatia hiperbolei 
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Definiţia 7. Paraboloidul eliptic este mulţimea punctelor din spaţiu ale căror coordonate în raport cu un reper ortonormat verifică ecuaţia
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Considerăm reperul ortonormat în care este dată ecuaţia parboloidului eliptic.

Pentru a reprezenta grafic parboloidul eliptic vom determina intersecţiile sale cu:

· axele de coordonate,

· planele de coordonate

· planele paralele cu planele de coordonate.
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Intersecţiile cu plane parale cu planul 
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Ecuaţiile parametrice ale parboloidului eliptic sunt:
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Paraboloidul eliptic este o cuadrică nemărginită şi nu are centru de simetrie.
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Observatie. Dacă a=b paraboloidul eliptic este de rotaţie în jurul lui Oz, adica poate fi generat prin rotatia unei parabole de ecuatie 
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Definiţia 8. Paraboloidul hiperbolic este mulţimea punctelor din spaţiu ale căror coordonate în raport cu un reper ortonormat verifică ecuaţia

                                      
[image: image404.wmf]0

2

2

2

2

2

=

-

-

z

b

y

a

x

.                             (11)
Considerăm reperul ortonormat în care este dată ecuaţia parboloidului hiperbolic.

Pentru a reprezenta grafic parboloidul hiperbolic vom determina intersecţiile sale cu:

· axele de coordonate,

· planele de coordonate

· planele paralele cu planele de coordonate.
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Intersecţiile cu plane paralele cu planul 
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Paraboloidul hiperbolic este o cuadrică nemărginită şi nu are centru de simetrie. Paraboloidul hiperbolic este folosit în construcţii industriale, ca model pentru acoperişuri. 
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Ecuaţiile parametrice ale parboloidului hiperbolic sunt:
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Observatii. Nu exista paraboloid hiperbolic de rotaţie; paraboloidul hiperbolic este singura suprafata de gradul doi care nu este o suprafata de rotatie (deoarece nici o sectiune printr-un parabolid hiperbolic nu este o elipsa). 

Paraboloidul hiperbolic este o suprafata de translatie, aceasta obtinandu-se prin translatia unei parabole (care are deschiderea in jos)  
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