
Cursul 10. Forme pătratice
Bibliografie:

1. Gh. Atanasiu, Gh. Munteanu, M. Postolache, Algebră liniară, geometrie analitică şi diferenţială, ecuaţii diferenţiale, ed. ALL, Bucureşti, 1998.

2. V. Bălan, Algebră liniară, geometrie analitică, ed. Fair Partners, Bucureşti, 1999.

3. I. Iatan, Curs de Algebră liniară, geometrie analitică şi diferenţială cu aplicaţii, ed. Conspress, Bucureşti, 2009.
4. M. Popescu, Algebră liniară şi geometrie, note de curs, 1993.

5. I. Vladimirescu, M. Popescu, Algebră liniară şi geometrie analitică, ed. Universitaria, Craiova, 1993.

Scopuri:

1) Introducerea noţiunii de formă pătratică

2) Utilizarea metodei Gauss- Lagrange pentru reducerea formelor pătratice la expresia canonică
3) Reducerea formelor pătratice la expresia canonică utilizând metoda Jacobi

4) Metoda valorilor proprii privind reducerea formelor pătratice la expresia canonică

5) Criterii de caracterizare a matricelor pozitiv (negativ) definite
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Definiţia 1. O aplicaţie 
[image: image3.wmf]K

V

V

b

®

´

:

 se numeşte formă biliniară pe 
[image: image4.wmf]V

 dacă îndeplineşte condiţiile:
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Spunem că forma biliniară 
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Consecinţe. Dacă 
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Definiţia 2. Dacă 
[image: image32.wmf]K

V

V

b

®

´

:

 este o formă biliniară simetrică, aplicaţia 
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Observaţie. Cunoaşterea formei pătratice 
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 permite obţinerea formei bilniare simetrice asociată lui 
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Forma biliniară simetrică 
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 asociată formei pătratice 
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Forma pătratică corespunzătoare produsului scalar real (care este o formă biliniară simetrică) este pătratul normei euclidiene:
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Expresia (1) constituie expresia analitică a formei biliniare 
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 reprezintă matricea asociată formei biliniare 
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Din (1) se obţine expresia analitică a formei pătratice 
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Definiţia 3. Numim matrice asociată unei forme pătratice 
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 în raport cu baza considerată.
Exemplul 1. .Fie 
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a) Să se arate că 
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 este funcţională biliniară.

b) Să se determine matricea asociată lui 
[image: image80.wmf]b
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şi în raport cu baza canonică şi să se evidenţieze legătura dintre ele.
c) Să se determine expresia formei pătratice 
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 asociate lui 
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Rezolvare
a) Conform definiţiei 1, 
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 este funcţională biliniară dacă
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Vom verifica prima dintre condiţii, pentru cealaltă procedându-se similar.
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b) Pentru a determina matricea asociată lui 
[image: image96.wmf]b

 în raport cu baza 
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Obţinem
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Matricea asociată lui 
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Observăm că
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c) Expresia formei pătratice 
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 asociata lui 
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Definiţia 4. Rangul unei forme pătratice 
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 reprezintă rangul matricei sale în raport cu o bază oarecare a lui 
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 şi se notează cu 
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Observaţie. Datorită simetriei matricei unei forme pătratice, în raport cu baza 
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 a lui 
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Definiţia 5. Dacă matricea asociată formei pătratice 
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spunem că:

· baza 
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· expresia analitică a lui 
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 în raport cu baza 
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Vom prezenta trei metode de obţinere a unei expresii canonice pentru o forma pătratică.
Teorema 1 (Gauss- Lagrange). Fie 
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Vom prezenta algoritmul pentru obţinerea unei expresii canonice pentru o formă pătratică, bazat pe teorema Gauss-Lagrange.
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Dacă 
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Deci, putem presupune că 
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şi vom obţine o expresie analitică în care coeficienţii lui 
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Grupând termenii care conţin variabila 
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În (4) adăugăm şi scădem termenii necesari pentru a scrie pe 
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Efectuăm schimbarea de coordonate
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Trecerea la noile coordonate 
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În raport cu baza 
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 are expresia analitică
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Suma 
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În concluzie, după cel mult 
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 se reduce la expresia canonică.

Exemplul 2. Se consideră forma pătratică 
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Folosind metoda Gauss- Lagrange să se aducă 
[image: image177.wmf]Q

 la expresia canonică şi să se evidenţieze matricea de trecere de la baza iniţială la baza în care 
[image: image178.wmf]Q

 are expresia canonică.
Matricea asociată lui 
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 în raport cu baza baza canonică a spaţiului 
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Putem scrie pe 
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 sub forma
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Efectuând schimbarea de coordonate
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Matricea  de trecere asociată acestei schimbări de coordonate, prin relaţia 
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Expresia formei pătratice 
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 în raport cu baza 
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Matricea asociată lui 
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 în raport cu baza 
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Observăm că 
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Putem scrie
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Efectuăm schimbarea de coordonate
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Trecerea la noile coordonate 
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Noile coordonate corespund noii baze 
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Relativ la 
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 are expresia analitică
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Matricea asociată lui 
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Observăm că 
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Vom forma pătrat perfect în 
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 pentru termenii care conţin 
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Vom efectua schimbarea de coordonate
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Expresia formei pătratice 
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 în raport cu baza 
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deci am obţinut expresia canonică a lui 
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Vom obţine
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Rezultă că matricea de trecere de la baza iniţială 
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 a spaţiului 
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Vom prezenta algoritmul pentru obţinerea unei expresii canonice pentru o formă pătratică, bazat pe teorema Jacobi.
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Exemplul 3. Folosind metoda Jacobi aflaţi expresia canonică şi baza în care se realizează aceasta pentru forma pătratică
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Matricea formei pătratice relativ la baza canonică a spaţiului 
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Vom calcula
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Ţinând seama de (9) obţinem sistemul
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Va trebui să calculăm
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Ţinând seama de (9) obţinem sistemul
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Teorema 3 (Metoda valorilor proprii). Fie 
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Exemplul 4. Folosind metoda valorilor proprii determinaţi expresia canonică şi baza în care se realizează aceasta pentru forma pătratică
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Matricea asociată lui 
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Definiţia 6. Fie 
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 un spaţiu vectorial real.

a) Forma pătratică 
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Definiţia 7. O matrice simetrică este pozitiv (negativ) definită dacă forma pătratică asociată acesteia este pozitiv (negativ) definită.
Propoziţia 1. Fie 
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 un spaţiu vectorial real, de dimensiune finită 
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Teorema 4 (criteriul lui Sylvester). Fie 
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 un spaţiu vectorial real de dimensiune finită 
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Definiţia 7. i) Numărul 
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 al coeficienţilor pozitivi dintr-o  expresie canonică a formei pătratice 
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ii) Numărul 
[image: image417.wmf]q
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Teorema următoare ne permite să decidem dacă o formă pătratică este pozitiv sau negativ definită, fără a fi obligaţi să determinăm o expresie canonică a sa.
Teorema 5 . Fie 
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 un spaţiu vectorial real de dimensiune finită 
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Observaţii. i) Forma pătratică 
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ii) Teorema 4 arată că urmând oricare dintre cele trei metode de obţinere a expresiei canonice a unei forme pătratice, signatura formei pătratice (dedusă din expresia canonică obţinută) este totdeauna aceeaşi.

iii) Fiind dată o formă pătratică 
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· valorile proprii ale matricei 
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 sunt strict pozitive.
Exemplul 5. Fie 
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a) Să se scrie matricea lui 
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 în raport cu baza canonică a lui 
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b) Folosind metoda lui Gauss să se determine o expresie canonică pentru 
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c) Să se precizeze signatura lui 
[image: image457.wmf]f

.

Rezolvare
a) Matricea formei pătratice relativ la baza canonică a lui 
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Observaţie. În scrierea matricei 
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Expresia analitică a polarei lui 
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Matricea de trecere asociată acestei schimbări de coordonate, prin relaţia 
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Matricea de trecere asociată acestei schimbări de coordonate, prin relaţia 
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Matricea de trecere asociată acestei schimbări de coordonate, prin relaţia 
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Matricea de trecere asociată acestei schimbări de coordonate, prin relaţia 
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